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V doktorskem delu je predstavljena formulacija koncnih elementov za analizo prostor-
skih in ravninskih slojevitih nosilcev. Zasnovani koncni elementi temeljijo na Reis-
snerjevi geometrijsko tocni teoriji, s katero modeliramo posamezne lamele. S kva-
ternionsko parametrizacijo rotacij se izognemo singularnim tockam, s predpostavko o
konstantnih deformacijah vzdolz posameznega koncnega elementa potrebi po uporabi
interpolacije, z dolocitvijo deformacijskih velicin za primarne spremenljivke pa efektu
striznega blokiranja. Robusten, prilagodljiv in matematicno konsistenten racunski mo-
del vkljucuje tudi porazdeljen sistem nelinearnih vzmeti za opis povezave med plastmi.
Ker lahko vmesne zveze opisemo s poljubno funkcijo togosti vzmeti, je model sposo-
ben upostevati razlicne zikalne pojave, kot so trenje med plastmi, stiki, kohezivne
sile, itn. Natancni preizkusi na debelem polnem nosilcu, debelem delno delaminira-
nem nosilcu, striznem testu prekrivnega spoja tankih nosilcev in kompozitu lma in
substrata kazejo na ucinkovitost in vsestranskost predlaganega numericnega postopka.
Primerjava nasih rezultatov z rezultati iz literature in komercialnih programov za ana-
lizo koncnih elementov kaze prednosti predlagane formulacije, zlasti kadar je struktura
podvrzena vecjim striznim deformacijam. To izhaja iz dejstva, da nas model zago-
tavlja matematicno konsistenten postopek iterativnega posodabljanja vseh kolicin, ki
opisujejo nosilec.
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The doctoral thesis presents the nite element formulation for the analysis of spatial
and planar layered beams. The designed nite elements are based on Reissner geometri-
cally exact theory to model the individual layers. Through quaternion parametrization
of the rotations, we avoid singularities, by assuming constant deformations along the
length of a nite element, the need for interpolation, and the choice of deformation
quantities as primary unknowns, the eect of shear blocking. The robust, adaptive,
mathematically consistent and singularity-free computational model also includes a di-
stributed system of nonlinear springs to describe the connection between the layers.
Since the interfaces can be described by any function of spring stiness, the model is
able to consider various physical phenomena such as friction between layers, contacts,
cohesion forces, etc. Thorough tests on thick solid beam, thick partially delamina-
ted beam, overlap shear test and lm-substrate composite demonstrate the eciency
and versatility of the proposed numerical method. The comparison of our results with
those of the literature and commercial nite element analysis software shows the ad-
vantages of the proposed formulation, especially when the structure is subject to large
shear deformations. This is due to the fact that our model provides a mathematically
consistent method for iterative updating of all variables describing the beam.
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1 Uvod
1.1 Obravnavano znanstveno podrocje in opredeli-
tev problema
Znanstveno podrocje doktorske disertacije se nanasa na nelinearno mehaniko prostor-
skih kompozitnih nosilcev. Zaradi matematicne kompleksnosti vodilnih diferencialnih
enacb, ki jih v splosnem ni mozno resiti analiticno, pa posredno se v numericno mate-
matiko.
Metoda koncnih elementov je nepogresljivo orodje pri opisu, napovedi in resevanju
problemov v naravoslovno-tehniskih vedah. Zaradi robustnosti in prilagodljivosti je
najbolj uporabljena metoda za analiziranje siroke palete razlicnih primerov, ko dife-
rencialnih enacb ne znamo resiti analiticno. Vendar pa so rezultati mocno odvisni od
nastavljenih parametrov numericne simulacije. Ce se koncni rezultat ne spremeni kljub
izbiri tipa koncnega elementa, gostoti numericne mreze, stevila korakov, nastavljene to-
lerance, metode integracije itn., smo lahko (vsaj delno) prepricani v tocnost simulacije.
Pogosto je prvi pristop k validaciji uporaba vsestranskih koncnih elementov in vecanje
stevila uporabljenih prostostnih stopenj oz. gostenje mreze. Torej, vedno lahko upo-
rabimo vec elementov kot v predhodnem poskusu, vendar to vodi k problemu casovne
ucinkovitosti in zahtevi po vedno vecji racunalniski moci. Cilj numericne analize za
inzenirske potrebe je odlicno razumevanje mehanskih pojavov in procesov ter s tem
oblikovanje robustne, natancne in predvsem ucinkovite metode resevanja teh nelinear-
nih problemov. Izbira primernega matematicnega modela je zato kljucnega pomena in
obenem razlog za veliko stevilo razlicnih formulacij koncnih elementov.
Z zahtevami obravnavanih primerov iz prakse nastajajo koncni elementi, ki upostevajo
bodisi teorijo nosilcev (linijski elementi), plosc (ploskovni, membranski elementi) ali
tridimenzionalnih teles (prostorski elementi). Taksna delitev tipov elementa je po-
gojena s stevilom upostevanih dimenzij. Z elementi visjega reda lahko obravnavamo
probleme, ki so resljivi tudi z elementi nizjega reda, obratno pa temu ni tako. Vseeno
pa so linijski elementi, kot predstavniki najnizjega reda konstrukcijskih elementov, ne-
pogresljivi v numericnih simulacijah. Kljub razlicnim kinematicnim predpostavkam,
ki poenostavijo oziroma omogocijo resitev sistema vodilnih enacb in manjsemu stevilu
prostostnih stopenj, so rezultati primerljivi s tistimi od elementov visjega reda za so-
rodne primere. Nosilec je eden od enostavnejsih konstrukcijskih elementov, saj so vse
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enacbe odvisne le od enega parametra { locne dolzine. Matematicno gledano niso ome-
jeni z materialom v smeri drugih dveh dimenzij. Ravno zaradi taksne neoviranosti se
kompleksnost formulacije kvecjemu poveca, saj so pomiki in rotacije lahko zelo veliki.
V obmocju velikih rotacij in pomikov nastopijo tezave zaradi nacina parametrizacije
zasukov (singularne tocke) ali interpolacije in integracije (strizno blokiranje). Tem
tezavam se lahko izognemo s posebnimi ukrepi, kot npr. z interpolacijo inkrementalnih
zasukov, reducirano integracijo, drugacno interpolacijo itn., vendar so to zgolj korekcij-
ski postopki, medtem ko je vzrok tezav se vedno prisoten v formulaciji modela. Nosilci
kot konstrukcijski elementi morajo biti enostavni, zato je kljucnega pomena imeti do-
ber, konsistenten matematicen model. Primer taksnega modela je geometrijsko tocna
teorija nosilcev, ki je postala standardna praksa med modernimi formulacijami koncnih
elementov. Kljub dodani vrednosti, povezani z upostevanjem striznih deformacij, nu-
mericne in eksperimentalne primere z velikimi strizni deformacijami debelih nosilcev,
redko najdemo v literaturi.
1.2 Pregled stanja
V zadnjem casu so vse bolj v uporabi kompozitni materiali, ki predstavljajo alternativo
konvencionalnim (npr. kovinskim) materialom. Priljubljeni so predvsem zaradi zelo
ugodnega razmerja med tezo in togostjo in relativno enostavnostjo izdelave. Z vecanjem
uporabe taksnih materialov je vedno vec raziskovalnih del, ki se ukvarjajo z napove-
dovanjem mehanskega obnasanja slojevitih struktur. Kompleksnost tako sestavljenega
gradiva pa zahteva uporabo tocnega opisa tako posameznih slojev oz. lamel, kot tudi
veznega sredstva med sloji. Zaradi delaminacije kot glavnega mehanizma porusitve, je
pomembno modeliranje vsake posamezne lamele posebej. Raziskovalna dela slojevitih
linijskih struktur uporabijo razlicne teorije nosilcev za njihov opis. Z dodatkom raznih
specicnih funkcijskih zvez stika med materialnimi tockami ali podlago, avtorji mode-
lirajo razpoke [1], obnasanje veznega sredstva med lamelami [2] ali samo stik, kot je
preprecevanje prekrivanja lamel [3].
V literaturi lahko zasledimo veliko razlicnih numericnih formulacij teorij nosilcev. Zelo
pogosto raziskovalci za analizo uporabijo Reissnerjev model prostorskega nosilca in teo-
rijo nosilcev bratov Cosserat (npr. [4{10]). Izhajajo iz geometrijsko tocnih ravnoteznih
in kinematicnih enacb in po razlicnih poteh pridejo do enakih glavnih enacb problema.
1.2.1 Razvoj Reissnerjeve teorije nosilcev
Nelinearna teorija prostorskih nosilcev je nepogresljiva na razlicnih podrocjih zna-
nosti; od raziskovanja konstrukcij [11, 12], mikrobiologije [13], nanotehnologije [14],
racunalniske grake [10, 15], do fotogrametrije [16] in robotike [17]. Problemi s teh
podrocij so denirani z razlicnimi omejitvami in teoreticnimi predpostavkami ter, kot
taki, zahtevajo napredne formulacije postopkov resevanja. Izkaze se, da je najbolj robu-
stna in prilagodljiva metoda koncnih elementov. Formulacija z uporabo te numericne
metode ima dolgo zgodovino razvoja za tanke in debele nosilce. Teorije nosilcev in
njihova izpeljava se razlikuje po nacinu zapisa kinematicnih priblizkov. Teorijo pro-
storskih nosilcev, v kateri so strizne deformacije zanemarjene, med prvimi razvijeta
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Kirchho [18] in Love [19]. Prerezi so tako pravokotni na teziscno os tudi po deforma-
ciji. Taksna teorija je primerna aproskimacija le za relativno tanke nosilce. Kirchho
v svojih delih nadgradi Eulerjevo teorijo elasticnosti z nelinearnimi cleni v izrazih za
prostorske deformacije zacetno ravnih elasticnih nosilcev, kjer je teziscna os nestisljiva.
Leta 1909 sta brata Cosserat [20] zasnovala svojo teorijo nosilcev. Cilj dela je bil zapi-
sati pravilno splosno obliko energije za variacijski problem. S predpostavko o ohranitvi
energije pri evklidskih transformacijah, sta izpeljala ravnotezne enacbe sil in momen-
tov v geometrijsko tocni obliki. Timoshenko [21] je podal svojo formulacijo linijskih
nosilcev z upostevanjem zasuka precnega prereza glede na teziscno os zaradi strizne de-
formacije. Kasneje je dodal vpliv striga se v diferencialno enacbo vibracij prizmaticnih
nosilcev, [22]. Pomemben prispevek k teoriji nosilcev predstavlja prispevek Antmana
(vec njegovih objavljenih in neobjavljenih idej je zbranih v knjigi [23]). Ena izmed
njegovih prvih teorij nosilca [24] predstavlja razsiritev klasicnega modela nosilca iz li-
nearno elasticne snovi z nestisljivo teziscno osjo in brez striznih deformacij. Antmanov
model omogoca spreminjanje dolzine teziscne osi nosilca ter torzijske, upogibne, osne in
strizne deformacije. Pomemben mejnik v razvoju teorije nosilcev je geometricno tocna
teorija ravninskih nosilcev, ki jo predstavi Reissner [25]. Ta prispevek v znanstveni
skupnosti ne ostane spregledan in predstavlja zacetek ozivitve raziskav debelostenskih
nosilcev. Z uspehom klasicne Cosseratove teorije elasticnih nosilcev (angl. elastic
rods) [23] sta Reissner [26] in Simo [27] razvila tocne kinematicne zveze med premiki in
deformacijami za prostorski nosilec z uporabo principa virtualnega dela brez omejitev
za velikost deformacij, notranjih sil, premikov in rotacij. Pri tem je potrebno omeniti,
da sta priblizno 60 let prej, enako teorijo razvila ze brata Cosserat za prostorski nosi-
lec. Njuno delo pa, zanimivo, ni doseglo odmevnosti Reissnerjevega clanka. Pozneje sta
Simo in Vu-Quoc [28] predstavila numericno izvedbo teorije z uporabo metode koncnih
elementov. Ta klasicna dela so motivirala stevilne druge raziskovalce, da so razvili
sodobne formulacije koncnih elementov nosilcev, glej npr. Cardona in Geradin [29],
Ibrahimbegovic [7], Jelenic in Saje [8, 30], Smolenski [31] itn.
Numericne formulacije nosilcev lahko razvrstimo glede na: uporabljene kinematicne
predpostavke, parametrizacijo rotacij in katere spremenljivke izberemo kot primarne.
Rotacije so pogosto ene od primarnih spremenljivk v formulacijah tridimenzionalnih
nosilcev, ceprav zahtevajo posebno obravnavo. Predlaganih je vec matematicnih mo-
delov za opis prostorskih rotacij, kot so Eulerjevi koti, rotacijska matrika, rotacijski
vektor, matrika smernih kosinusov, rotacijski kvaterion, glej npr. Argyris [32], Argyris
in Poterasu [33], Geradin in Rixen [34], Spring [35], Atluri in Cazzani [36], Zupan in
sodelavci [37]. Med njimi je rotacijski vektor najbolj pogosta izbira parametrizacije
rotacij, saj sta rotacijska os in kot zasuka prirocno strnjena na samo tri parametre (glej
tudi [7,8,28,29,31,38,39]). Vendar uporaba najmanjsega stevila parametrov za opis ro-
tacij lahko vodi k singularnim tockam, kot sta pokazala Stuelpnagel [40] in Atluri [36].
Singularnostim se lahko izognemo z uporabo posodobljene Lagrangeve sheme, kjer so
interpolirani inkrementalni zasuki in ne totalni zasuki, kot v delih [41, 42]. Podrobna
primerjalna analiza posameznih rotacijskih opisov je podana v delih [34{36,43]. Opre-
delijo in ocenijo najpomembnejse vidike, kot so stevilo potrebnih parametrov, eno-
stavnost programiranja, zanesljivost, razumljivost itn. Glede na to, da so rotacijski
vektorji neaditivne velicine je potrebno uporabiti prilagojeno interpolacijo. Criseld
in Jelenic [44] sta poudarila, da uporaba standardnih rotacijskih vektorskih formulacij
obicajno vodi do neobjektivnosti in odvisnosti od poti. Ibrahimbegovic [43] je pred-
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stavil pomanjkljivosti skupnega rotacijskega vektorja pri opisu rotacij, vecjih od 2.
Po drugi strani pa izboljsave kot sta inkrementalni rotacijski vektor [43] in ortogo-
nalni tenzorski prikaz koncnih rotacij [28], dokazujejo izracun pravilnih rezultatov tudi
pri velikih rotacijah. Do enakih sklepov prideta Battini in Pacoste [45] s svojimi ko-
rotacijskimi elementi nosilcev, ki uporabijo inkrementalne rotacijske vektorje. Poleg
tega se izkaze, da se z uporabo stirih parametrov (ki po naravi poveca stevilo pro-
stostnih stopenj) poveca racunska ucinkovitost in odpravi singularnost, kot pokazeta
McRobie in Lasenby [46] v formulaciji nosilcev, ki temelji na Cliordovi algebri. Ravno
s tem razlogom stevilni avtorji, kot so Geradin in Rixen [34], Zupan in sodelavci [47,48],
McRobie in Lasenby [46] uporabijo kvaternionsko algebro za opis rotacij. Rezultat kva-
ternionske transformacije vektorja q^a^q^ je primerljiv z RodriguesovimRa. Nadaljnje
studije Zupan in sodelavci [49{51] kazejo, da je mogoce z rotacijskimi kvarterioni pri-
dobiti ucinkovitejse, stabilne in robustne numericne formulacije nosilcev za dinamicno
analizo.
Deformacijske kolicine v geometrijsko tocni teoriji nosilcev lahko obravnavamo kot
aditivne. S tem v mislih, mnogi avtorji, npr. Tabarrok in sodelvci [52], Cesarek
in sodelavci [38], Zupan in Saje [39, 53] interpolirajo deformacijske velicine. Taksna
izbira primarnih spremenljivk vodi k neposrednemu dokazu objektivnosti in invariance
gibanja togega telesa. Glede na zicno naravo deformacijskih velicin, so le-te izrazene
v materialni bazi, da se prilegajo konstitutivnim enacbam.
1.2.2 Slojeviti nosilci in funkcija togosti vmesnega sloja
Inzenirska industrija strojnistva in gradbenistva nenehno zahteva izboljsave glede no-
silnosti in mase konstrukcij. Namensko izdelani kompozitni materiali nadomescajo
konvencionalne materiale in se uporabljajo v stevilnih aplikacijah, na primer za nosilne
konstrukcije, izdelane iz armiranega betona, lesa, jekla, okrepljene z vlakni in tkanimi
materiali. Sestavi oz. kompoziti tvorijo celotne konstrukcije ali dele mostov, streh,
trupov, plosc itn. Priljubljeni so predvsem zaradi relativno enostavne izdelave, koro-
zijske odpornosti in dejstva, da so lastnosti kompozitnih materialov boljse od lastnosti
posameznih materialov, iz katerih so izdelani. Vzporedno s povecanjem uporabe hitro
narasca tudi potreba po razumevanju njihovega odziva na mehansko obremenitev in
njihovih mehanizmov za odpoved. To je vecinoma posledica siroke izbire sestavnih
materialov, interakcij materialov, lepljenja, zapletenega sirjenja razpok itn.
Obstajata dva znacilna porusitvena mehanizma laminiranih kompozitov. Prvi je
porusitev vlaken v posameznem laminatu. Drugi mehanizem pa predstavlja porusitev
spoja, tj. veznega sloja sosednjih laminatov. Ta pojav imenujemo delaminacija. Dober
priblizek vrednotenja delaminacije nosilcev predstavlja t.i. popravljena teorija nosilcev
(angl. Corrected Beam Theory), ki sta jo zasnovala Williams in Hashemi [54, 55].
Z razvojem metode koncnih elementov so mnogi avtorji razvili razlicne numericne
pristope k resevanju delaminacij in laminatov. Chai s sodelavci [56], Carpinteri [57],
Alfano [58,59], Criseld [60] ter drugi se problema lotijo z uporabo mehanike loma, kjer
spremljajo pojav ter rast razpok. Sheimann in Soer [61] sta leta 1991 izvedla eksperi-
mente in ugotovila kako polozaj in dolzina delaminacije vplivata na kriticno uklonsko
silo zacetno ukrivljenih nosilcev. Tudi drugi avtorji primerjajo svoje analiticno in
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numericno dobljene rezultate uklona delaminiranih plosc in nosilcev (glej npr. Simitses
in sod. [62], Kryzanowski [63], Hwang [64], Hutchinson [65], Rodman [66], Wolfe [67],
Moradi [68], MSRao [69]). Camanho in sodelavci [70] predstavijo metodo kohezivne
cone, ki temelji na trenju med elementi. To metodo uporabljajo mnogi moderni
komercialni programi za simulacije v t.i. kohezivnih koncnih elementih. Simulacije
slojevitih nosilcev in tkanih laminatov s podrobno topologijo zahteva mnogo racunske
moci in casa, se posebej kadar upostevamo nelinearnosti materiala in stika. Namesto
dodatnih elementov za stik je smiselno uporabiti funkcijsko povezavo med elementi in
denirati zakon stika.
Slika 1.1: Razlicni kohezivni modeli za modeliranje adhezivnega sloja iz literature.
Funkcijske oblike adhezivnih zakonov, prikazanih na sliki 1.1 so predpisane za razmike
samo v eni smeri. Za primere, ki izkazujejo deformacije adhezivnega sloja v vec smeri
pa moramo uporabiti povezane modele. V literaturi locimo funkcije v normalni (angl.
Mode I ), tangencialni (Mode II ) in strizni smeri (Mode III ). Omenjeni obremenitveni
nacini so prikazani na sliki 1.2. V mesanih modelih sta napetost in mera sproscanja
deformacijske energije odvisna od vec razmikov, kjer je potrebno socasno upostevati
delez poskodbe adhezivnega sloja v eni ali drugi smeri. Funkcijska oblika nacinov I, II in
III se razlikuje predvsem v obmocju negativnih relativnih premikov, kot je prikazano na
sliki 1.3 za primer eksponentne oblike funkcije. Za vzmeti v normalni smeri uporabimo
funkcijo s velikim naklonom (tako modeliramo kontakt in preprecimo pogrezanje), v
vzdolznih smereh pa uporabimo obliko funkcije, prezrcaljeno preko obeh osi.
Izkaze se, da celo simetricni problemi, kot sta delaminacija dvojnega konzolnega nosilca
pri razpiranju (angl. Double Cantilever Beam - DCB) in strizenju (angl. End Notch
Flexure - ENF), predstavljajo izziv, kot lahko opazimo iz literature. DCB preizkus je
zacetni primer za modeliranje razslojevanja v laminiranih konstrukcijah, saj obremeni-
tev v tem primeru povzroci le normalne kohezivne sile v obmocju razpoke. Vendar je
z eksperimentalnega vidika popolno vez zaradi tehnoloskih omejitev tezko doseci. Za
vkljucitev ucinkov nepopolnosti izdelave, kot so lokalno ujeti mehurcki zraka, pomanj-
kanje vezivne smole, vkljuckov itn., je bilo razvitih vec modelov kohezivnega obmocja
(angl. Cohesive Zone Model - CZM), odkar je Barenblatt [71] predlagal pristop s poraz-
deljeno napetostjo v koncnem obmocju blizu vrha razpoke in Hillerborg in sodelavci [72]
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Slika 1.2: Nacini poskodbe adhezivnega sloja. a) nacin I, b) nacin II, c) nacin III.
razvili kohezivni koncni element. Kubicno polinomski [73], trapezni [74], zglajeni tra-
pezni [75], bilinearni z mehcanjem [76], eksponentni [77] in linearni z mehcanjem [58]
modeli kohezivnega obmocja imajo lahko enako kriticno napetost in mero sproscanja
deformacijske energije, vendar bo vsak od njih povzrocil drugacen odziv med obreme-
njevanjem [78]. Vendar velja, da je ucinek parametrov CZM pomembnejsi od funkcije
kohezijskega modela [79,80]. Upostevajoc to, Alfano in sodelavci [79] predstavijo, kako
izbrati razlicne vrednosti kohezijske togosti in mere sproscanja kriticne energije za tra-
pezni, bilinearni in eksponentni kohezijski modeli, da dobimo podobne rezultate.
Slika 1.3: Eksponentni kohezivni model za a) nacin I in b) nacina II in III.
Uporaba vseh razpolozljivih matematicnih modelov za modeliranje kohezivne cone zah-
teva predhodno izmerjene eksperimentalne vrednosti parametrov adhezivnega materi-
ala. Ker je kriticno mero sproscanja energije in kriticno kohezivno napetost tezko iz-
meriti, se zelo pogosto uporabijo inverzne analize ter tako prikrojijo funkcije napetosti
v stiku od razmika k specicnim eksperimentalnim obtezno-deformacijskim krivuljam.
Za resevanje tega problema v literaturi najdemo vec pristopov, npr. metoda navi-
deznega zapiranja razpok [81], J-integral neodvisen od poti [82], virtualna razsiritev
razpoke [83], odvod togosti [84] ali preprosto s kalibriranjem CZM parametrov idealizi-
ranega kohezijskega modela, dokler ni dosezeno zadovoljivo soglasje med meritvami in
numericnimi napovedmi. Glej na primer dela Liljedahl in sodelavci. [85], Alfano in so-
delavci [79] ter Blackman in sodelavci [86]. Parametri kohezivnega modela (predvideni,
6
Uvod
izpeljani ali izmerjeni) so pogosto implementirani v kodi koncnih elementov bodisi z
vgradnjo mocne diskontinuitete v 2D elemente (glej npr. Manzoli in Shing [87]) bodisi,
kar je najpogosteje, z izpeljavo nekonvencionalnih koncnih elementov; z uporabo CZM-
jev v formulaciji kohezivnih elementov. Chen in sodelavci [73], Scheider in Brocks [75],
Alfano in Criseld [58], Camanho in sodelavci [70], Turon in sodelavci [88, 89], Lo-
rentz [90] itn. uporabijo porazdeljene kohezivne elemente z moznostjo upostevanja
mesanega scenarija odlepljanja za uporabo v povezavi s prostorskimi elementi. Kohe-
zivni elementi si delijo skupna vozlisca s sosednjimi zgornjimi in spodnjimi elementi,
da lahko med njimi prenasajo breme v skladu s predpisanim CZM modelom. Med ana-
lizo, deformacija elementa narekuje njegovo konstitutivno vedenje od zacetka nastaja-
nja razpoke do potencialno popolne odpovedi povezave. Taksne formulacije obicajno
uporabljajo dva numericna postopka integracije: Gaussova kvadraturna pravila za ele-
mente, ki predstavljajo zalepljeni material in Newton-Cotesova integracijska metoda za
vmesniske elemente, ko se uposteva nelinearni zakon med napetostjo adheziva in raz-
mikom. S tem se odpravijo nezelena "nihanja" napetostnega polja in omogoci dodaten
manipulacijski prostor za no nastavitev simulacije in uporabo vec integracijskih tock
v vmesni plasti.
  
Slika 1.4: Model kompozitnega nosilca z razpoko na sredini (rdece barve), ki je
sestavljen iz dveh slojev v zacetnem in obremenjenem stanju.
Ob predpostavki, da ima adheziv sibkejse mehanske lastnosti kakor osnovni, zalepljeni
material, je mogoce ucinkovito modelirati laminirane strukture s teorijami nosilcev.
Izbira kinematicnega modela igra pomembno vlogo pri racunski ucinkovitosti, o cemer
razpravljata Biel in Stigh [91]. Pokazala sta, da je izracun kriticne kohezivne energije
bolj odvisen od teorije nosilcev kot od parametrov bilinearnega kohezivnega modela.
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Poudarjata tudi bistvene razlike v resitvah med modelom z Euler-Bernoullijevim no-
silcem in racunsko zahtevnejsim 2D ravninskim napetostnim modelom. Znano je, da
model nosilca ne more zajeti ucinka deformacije debeline, kakor 2D ravninski napeto-
stni model, vendar Skec in sodelavci [92,93] dokazujejo dobro ujemanje Timosenkovega
(Reissnerjevega) modela nosilca z dvodimenzionalnim ravninskim modelom za njihov
nabor problemov. Williams [94], de Morais [95] ter Sun in Pandey [96] uporabljajo line-
arni Timosenkov nosilec na modelu elasticne podlage z linearnimi vzmetmi za resevanje
problema DCB. Tudi Sankar [97] razvije strizno deformabilen koncni element z name-
nom simulacije DCB primera, ob tem formulira tudi diskretne povezave med vozlisci
elementov. Kanninen [98] in Nicholson [99] sta uporabila podoben pristop, vendar z
Euler-Bernoullijevo teorijo nosilcev. Na podlagi Euler-Bernoullijeve teorije nosilcev,
sta Roche in Accorsi [100] razvila koncni element za laminirane nosilce z zdrsom med
sloji. Cas in sod. [101] ter Kryzanowski in sod. [102] zanemarijo strizne deformacije v
formulaciji koncnih elementov za opis dvoslojnih kompozitnih nosilcev. Zdrs med sloji
upostevajo v lokalnem, deformiranem okvirju. Njihovo formulacijo posodobijo Kroic
in sod. [103] z dodajanjem moznosti razprtja slojev. Schnabl in Planinc [104] prav tako
upostevata zdrs in dvig med dvema slojema kompozitnega nosilca, vendar uporabita
popolnoma nelinearni model Reissnerjevega nosilca.
V zgoraj nastetih modelih nosilcev, avtorji uporabijo porazdeljene sloje ali diskretne
vzmeti v vozliscih za opis adhezivnega sloja. Ce je porazdeljen oz. zabrisan model
vgrajen v glavne enacbe, je za izgradnjo tangentne matrike potrebno vec dela, kakor z
diskretnim vzmetnim modelom. V tem primeru se sile vzmeti obravnavajo enako kot
zunanje obremenitve in se dodajo h konstrukciji, ko je togostna matrika ze sestavljena.
Da pa dosezemo enak ucinek, uporaba diskretnega modela zahteva vec prostostnih
stopenj kot porazdeljen model. Kot so prikazali Carpinteri in Massabo [105] ter Rots
[106] v primeru dvodimenzionalnega sirjenja razpok betona, oba pristopa ustvarita
globalno enake rezultate.
Funkcionalno zgrajen kompozitni material je nehomogeno gradivo, sestavljeno iz dveh
ali vec razlicnih gradiv. Sloji imajo razlicne materialne lastnosti in so razporejeni tako,
da upostevajo funkcijsko zakonitost po visini prereza. Udupa in sodelavci [107] ter
Carrera [108] podajo pregled nad stanjem tehnologije izdelave in uporabe taksnega
materiala. Vec o pregledu in klasikaciji najdemo v knjigi Wessel [109]. Avtorji obrav-
navajo material kot celoto in podajo zvezno porazdeljen modul elasticnosti, kar tudi
poskusajo doseci v izdelavi s posebnimi tehnologijami. Najbolj pogosto se v literaturi
uporablja potencna funkcija porazdelitve elasticne togosti po visini prereza. Chakra-
borty in Reddy [110] predstavita koncni element z upostevanjem striga za staticne
in dinamicne probleme. Kadoli in sodelavci [111] uporabijo teorijo visjega reda za
upostevanje striga, kjer meje med sloji zabrisejo in uporabijo eksponentno funkcijo za
porazdelitev modula elasticnosti po visini prereza. Ho Chi [112], Thai in sod. [113]
ter Carrera in sod. [114] analizirajo mehanske odzive funkcionalno grajenih debelih
plosc. Veliko clankov na temo staticne in dinamicne analize vecplastnih nosilcev in
plosc so objavili Vu Quoc in sodelavci [115{118]. V predstavljeni teoriji upostevajo
strizne deformacije, ki niso omejene glede velikosti.
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Slika 1.5: Prikaz nedeformiranega in deformiranega dela nosilca, sestavljenega iz
slojev z razlicnimi debelinami in mehanskimi lastnostmi.
1.3 Teza in cilji
Raziskovalno delo vsebuje nove numericne in eksperimentalne rezultate s podrocja ne-
linearne mehanike nosilcev. Glavna naloga doktorske disertacije je razvoj ucinkovitega
in robustnega numericnega orodja za racunanje notranjih sil in momentov ter pomi-
kov in zasukov linijskih konstrukcij in kompozitnih nosilcev oz. posameznih slojev in
interakcij med njimi.
V tej disertaciji se osredotocimo na teorijo nosilcev in implementacijo le-te z metodo
koncnih elementov. Dovolimo, da se nosilec deformira z upogibanjem, torzijo, razte-
zanjem in strizenjem brez kakrsnihkoli omejitev glede velikosti pomikov in zasukov.
Za opis koncnih deformacij uporabimo Reissnerjev model, ki temelji na kinematicno
tocni teoriji nosilcev. Da bi zagotovili formulacijo brez singularnosti, uporabimo kva-
terionsko algebro za parametrizacijo prostorskih rotacij in transformacijo koordinatnih
sistemov. Tu so izbrane deformacijske velicine kot primarne neznanke, njihova aditivna
narava pa se ohranja s pravilno izbiro baze. Uporabljamo lokalno (premicno) bazo za
vektor upogibnih deformacij in globalno (ksno) bazo za translatorni deformacijski
vektor. Vpliv izbranega opisa translatornih deformacijskih vektorjev je skrbno analizi-
ran, matematicno dokazan in preizkusen z razlicnimi numericnimi primeri. Posamezni
sloji kompozitnega nosilca so lahko poljubnih materialnih in geometrijskih lastnosti.
Interakcije med njimi se razlikujejo od togega stika do dovoljenega zdrsa, dviga ali
kombinacije obojega. Poljubna togostna funkcija zakona stika je lahko nezvezna ali
zvezna in je odvisna od relativnih normalnih in tangencialnih pomikov.
Enacbe koncnega elementa resujemo iterativno, z uporabo Newton-Raphsonove sheme
in metode locne dolzine za nemonotone obtezno-deformacijske poti (stabilnostne
probleme). V splosnem je nosilec lahko obremenjen z zunanjimi tockovnimi silami,
tockovnimi momenti in odsekoma zvezno porazdeljenimi obremenitvami, ki so lahko
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konservativne ali nekonservativne, odvisne od pomika, : : : Ker so deformacije obrav-
navanega problema kompozitnih nosilcev tudi ravninske, razvijemo tudi ravninski
koncni element. Na ta nacin model razbremenimo nepotrebnih prostostnih stopenj in
povecamo casovno ucinkovitost, obenem pa zelimo pokazati, da so rezultati prostorskih
in ravninskih elementov primerljivi med sabo. Z uporabo tako kompleksne formulacije
zelimo opisati problem delaminacije in se priblizati nasim eksperimentalnim rezul-
tatom za nekatere probleme nosilcev in medsebojnega vpliva slojev. Vsi primeri so
modelirani tudi s komercialno programsko opremo koncnih elementov in primerjani z
nasimi rezultati.
Po pregledu stanja razvoja na podrocju koncnih elementov nosilcev deniramo cilje
naloge na osnovi izkusenj in formulacij, kjer smo opazili pomanjkljivosti. Med razvojem
racunskega modela zelimo preveriti naslednje hipoteze:
{ Koncni element s konstantnimi deformacijskimi kolicinami je neobcutljiv na strizno
blokiranje in je primerljiv s konvencionalnimi linijskimi koncnimi elementi ter v
nekaterih primerih tudi bolj ucinkovit.
{ Izbira baze translatornega deformacijskega vektorja vpliva na hitrost konvergence
in rezultat, predvsem v primerih z velikimi striznimi deformacijami.
{ Parametrizacija prostorskih rotacij s kvaternionsko algebro odpravi singularnosti v
formulaciji in je numericno stabilna.
{ V model s poljubno razporeditvijo lamel in njihovih mehanskih lastnosti lahko
vkljucimo porazdeljeno zvezo med sloji s poljubnim nelinearnim konstitutivnim
zakonom.
{ Z geometrijsko tocno teorijo nosilcev lahko dobro aproksimiramo resitve stevilnih
ravninskih in prostorskih problemov, ob tem pa uporabimo manjse stevilo prostostnih
stopenj.
1.4 Potek dela
V tej nalogi predstavimo celoten postopek formulacije dveh novih linijskih koncnih ele-
mentov ter njuno validacijo z eksperimenti in numericnimi primeri iz literature. Potek
doktorskega dela je razdeljen na smiselne korake nastajanja; od pregleda literature,
teoreticnih osnov, razvoja formulacije, laboratorijskih eksperimentov, do validacije z
numericnimi primeri. V zakljucnem delu komentiramo dobljene rezultate in podamo
glavne ugotovitve. Na koncu je podan seznam literature, s katero smo si pomagali skozi
celotno delo.
V uvodnem delu je zbran zgodovinski razvoj teorije nosilcev in problematika sodobnih
razvijalcev numericnih modelov, od koder crpamo motivacijo in cilje dela. Opisano sta-
nje razvoja zajema siroko podrocje uporabe linijskih elementov in njihovo numericno
implementacijo. Poudarek je na metodi koncnih elementov in na raziskavah uporablje-
nih razlicnih komponent formulacije, kot so parametrizacija rotacij, izbira primarnih
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spremenljivk in kinematicnih predpostavk. Sledi pregled stanja na podrocju slojevitih
nosilcev in vmesnega sloja, njihova uporaba, numericno modeliranje in eksperimentalno
preizkusanje.
V nadaljevanju sledi poglavje o teoreticnih osnovah 2, ki je razdeljeno na podpoglavja
najbolj pomembnih korakov pri razumevanju formulacije koncnega elementa. Pose-
bej predstavimo teorijo prostorskih rotacij in kvaternionsko algebro, ki jo uporabimo
za parametrizacijo rotacij v teoriji prostorskega nosilca. V podpoglavju 2.2 deni-
ramo geometrijo, kinematiko in vse potrebne enacbe za sestavo sistema vodilnih enacb
splosnega prostorskega nosilca. Sledi opis postopka numericnega resevanja vodilnih
enacb, linearizacija in kondenzacija. Razdelek 2.2.12 o upostevanju popravkov vsebuje
matematicni dokaz pravilne izbire baze translatornega deformacijskega vektorja. Kot
nadgradnjo splosnih vodilnih enacb, dodamo zveze nelinearne vzmetne podlage med
povezanimi elementi in izpeljavo formulacije z deformacijskim vektorjem v lokalni bazi
za namen primerjave.
Enacbe prostorskega nosilca so nato reducirane na ravnino v poglavju 2.3. Z uporabo
principa virtualnega dela izpeljemo vodilne enacbe ravninskega koncnega elementa,
kjer uporabimo kinematicne kolicine kot primarne spremenljivke. Tudi v tem primeru
uporabimo metodo koncnih elementov za resevanje sistema nelinearnih enacb.
V sklopu razdelka o slojevitih nosilcih 2.4 dodamo zvezno vzmetno podlago med ele-
menti in togo podlago ter med dvema elementoma sosednjih slojev. Funkcijske zveze
kohezivnih modelov, ki jih uporabimo v primerih, so opisane v razdelku 2.4.2.
Opravljeni laboratorijski eksperimenti in numericno modeliranje le-teh so zbrani v po-
glavju 3. Sem spadajo: eksperiment z debelim konzolnim nosilcem, delaminiranimi
nosilci, strizni test prekrivnega spoja tankih nosilcev, gubanje tankega lma na meh-
kem substratu ter posevni upogib aluminijastega konzolnega nosilca.
Za rezultati eksperimentalnega dela sledijo ostali numericni primeri v poglavju 4. Pri-
mera lastne zasnove, kot sta debel konzolni nosilec in strizno obremenjen dvojno asi-
metricni konicni nosilec uporabimo za prikaz konvergence in primerjavo s komercialno
programsko opremo. S primeri, ki jih najdemo v literaturi prikazujemo prevladova-
nje upogibnih deformacij. Ti so: dvo-kraki in tri-kraki nosilec ter nosilec, upognjen
v vijacno obliko. Nazadnje analiziramo zalepljena konzolna kotna nosilca z uporabo
vzmetne podlage. Sledijo numericni testi prostorskih in ravninskih koncnih elementov:
konvergencna analiza in prikaz neobcutljivosti na strizno blokiranje. Naslednji primeri
so izbrani iz literature tako, da prikazemo razlicne obremenitvene primere vmesnega
sloja (delno) delaminiranih kompozitnih nosilcev. To so: osno obremenjen delaminiran
nosilec, kompozitni nosilec z vmesnim zdrsom, funkcionalno grajen nosilec, odlepljanje
traku in odlepljanje dvojnega konzolnega nosilca.
Na koncu, v razdelku 5, so komentarji rezultatov in povzetki dela, opravljenega v tej
studiji. V zakljucku 6 podamo glavne ugotovitve in doprinos dela k znanosti.
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1.5 Publikacije
Rezultati in ugotovitve doktorskega dela so predstavljeni na domacih in mednarodnih
konferencah ter objavljeni v dveh znanstvenih publikacijah. Clanki v SCI revijah:
{ D. Lolic, D. Zupan, M. Brojan: A consistent strain-based beam element with quater-
nion representation of rotations. Computational Mechanics (2020) str. 1{16.
{ D. Lolic, D. Zupan, M. Brojan: A Consistent Finite Element Formulation for Lami-
nated Composites with Nonlinear Interlaminar Constitutive Law. Composite Struc-
tures (2020) str. 112445.
Mednarodne konference:
{ D. Lolic, D. Zupan, M. Brojan: Delamination of a three-dimensional composite Reis-
sner beam with non-linear contact between layers. V: Multiscale computational me-
thods for solids and uids: proceedings, 2017, str. 186{189 .
{ D. Lolic, D. Zupan, M. Brojan: Three dimensional Reissner beam with non-linear
contact between layers. V: Book of abstracts: 41st Solid Mechanics Conference, 2018,
str. 146{147.
{ D. Lolic, D. Zupan, M. Brojan: Delaminated Reissner beam with non-linear contact
law between layers. V: Composites 2019: book of abstracts, 2019, str. 134.
Domace konference:
{ D. Lolic, D. Zupan, M. Brojan: Delaminacija kompozitnega nosilca z nelinearnim
stikom med lamelami. V: Zbornik del, Kuhljevi dnevi 2016. Slovensko drustvo za
mehaniko, 2016, str. 91{98.
{ D. Lolic, D. Zupan, M. Brojan: Koncni element prostorskega nosilca s konstantnimi
deformacijami in kvaternionsko parametrizacijo rotacij. V: Zbornik del, Kuhljevi
dnevi 2017. Slovensko drustvo za mehaniko, 2017, str. 57{64.
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2 Teoreticne osnove
V tem poglavju predstavimo teorijo, ki je potrebna za razvoj numericne formulacije
prostorskih in ravninskih nosilcev. Najprej izpeljemo enacbe za prostorski nosilec, ki
jih nato reduciramo na ravnino.
Uporabili bomo metodo koncnih elementov za staticno analizo prostorskih linijskih
konstrukcij. Kinematicne enacbe so povzete po Reissnerjevi teoriji nosilcev. Neznanke
reduciramo na teziscno os in druzino precnih prerezov. Za osnovne neznanke problema
izberemo deformacijske velicine, kjer bomo predpostavili njihovo konstantno porazdeli-
tev po dolzini koncnega elementa. Vodilne enacbe problema lahko zapisemo v globalni
ali lokalni bazi. Deformacijski vektor ukrivljenosti  bomo zapisali v lokalni bazi,
translatorni deformacijski vektor  pa v globalni bazi. S taksno izbiro opisa defor-
macijskih kolicin zagotovimo aditivnost popravkov. Transformacijo baze opravimo s
kvaternionskim mnozenjem rotacijskih kvaternionov in njihovih konjugiranih vrednosti.
Z uporabo kvaternionske parametrizacije se izognemo singularnosti in neenolicnosti, ki
se sicer pojavi v parametrizaciji rotacij z rotacijskim vektorjem. V numericni model je
vkljucena metoda locne dolzine za sledenje nemonotone obtezno-deformacijske poti.
Predpostavili bomo odsekoma zvezno podlago, denirano s poljubno nelinearno funk-
cijo togosti. V nelinearnem zakonu stika upostevamo trenje, kohezijo, stik z ugrezanjem
in vezno sredstvo.
2.1 Rotacije
Najvec izzivov opisa prostorskih teles je povezanih z opisom prostorskih rotacij.
Dolocitev koncnega polozaja tocke togega telesa, zavrtenega okoli ksne osi, je klasicni
problem. S to tematiko se ukvarjata Chen in Gupta [126] v svojem zgodovinskem
pregledu o koncnih rotacijah. Spring [35] primerja parametrizacijo rotacij s kvaternioni
s parametrizacijo z Rodriguesovimi parametri, Eulerjevimi koti in ostalimi parametri-
zacijami. Osnova vseh parametrizacij je Eulerjev izrek o rotaciji togega telesa, [127].
Stuelpnagel [40] in Atluri [36] sta pokazala, da rotacij ni mozno enolicno zapisati
v prostoru s tremi parametri brez singularnosti, kot se pogosto pojavi pri uporabi
Eulerjevih kotov. V praksi je najbolj uporabljena Rodriguesova formulacija [128].
Avtorji pogosto citirajo clanek Argyrisa [32], v katerem je predstavljena razsirjena
analiza matricnih formulacij prostorskih rotacij in opisi njihovih matematicnih lastnosti
ter zveze za manipulacijo.
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V tem poglavju se osredotocimo na matematicno formulacijo rotacije. Sprva deniramo
rotacije v ravnini in vse potrebne pogoje. Nato denicije razsirimo v prostor, kjer
deniramo rotacijske kvaternione in pripadajoco algebro, potrebno za manipulacijo.
Matematicno gledano je rotacija transformacija vektorja v v vektor v0 z enako dolzino.
V ravnini ima vektor dve komponenti vx in vy ter dolzino jvj =
p
v2x + v
2
y . Z uporabo
trigonometrijskih funkcij lahko zapisemo vektor v0 zasukan za kot 
v0 = cos()v + sin()v?; (2.1)
kjer smo z v? oznacili vektor pravokoten na v. Sledi komponentni zapis zasukanega
vektorja v globalnem koordinatnem sistemu
v0x = cos()vx   sin()vy;
v0y = sin()vx + cos()vy;
kar lahko v matricni obliki izrazimo kot v0 = Rv
v0x
v0y

=

cos()   sin()
sin() cos()
 
vx
vy

: (2.2)
Hitro lahko ugotovimo, da je rotacijska matrika R ortogonalna, saj velja R 1 = RT . To
pomeni, da je zapisana v ortonormalni bazi enotskih vektorjev, lastnost det(R) = 1 pa
da se dolzina transformiranega vektorja ohranja.
V enacbi (2.1) uporabimo zapis z rotacijsko matriko, kjer za zacetni vektor v uporabimo
zasuk 0 in za pravokotni vektor v? zasuk 90. S tem rotacijsko matriko nadomestimo
z utezeno vsoto
cos()   sin()
sin() cos()

= cos()

1 0
0 1

+ sin()

0  1
1 0

= cos()I + sin()J; (2.3)
kjer smo z I oznacili enotsko matriko in z J matriko za pravokotno rotacijo. Ko zapisemo
produkte in transponirane vrednosti teh matrik ugotovimo zanimive lastnosti, sicer
znacilne za kompleksna stevila:
II = I; IJ = J; IT = I;
JJ =  I; JI = J; JT =  J:
Enotska matrika ima lastnosti realnega dela, matrika J imaginarnega dela, transponi-
ranje pa predstavlja konjugacijo kompleksnega stevila. S tem smo posredno zapisali
Eulerjevo enacbo expi = cos() + i sin() v matricni obliki. Ponovno zapisemo enacbo
(2.2) z Eulerjevo enacbo:
expi(vx + ivy) = (cos() + i sin())(vx + ivy)
= (vx cos()  vy sin()) + i(vx sin() + vy cos()):
(2.4)
Preko denicije rotacij v ravnini smo vpeljali kompleksna stevila v obliki a + bi ter
pokazali, da mnozenje s kompleksnimi stevili enotske dolzine pomeni rotacijo. Stiri
komponente v rotacijski matriki so tako zreducirane v realni in imaginarni del komple-
ksnih stevil.
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Ortonormirano bazo vektorskega prostora sedaj razsirimo s se eno dimenzijo. Do sedaj
smo tocke v ravnini x-y rotirali okoli osi z. Podobno pokazemo za rotacije v tri-
razseznem prostoru, kjer je os rotacije poljubna. Zamislimo si poljuben enotski vektor
v prostoru n, ki denira os pravokotno na ravnino  v kateri lezi tocka T . Tocko T
zavrtimo v novo tocko T 0 po kroznici, ki lezi na ravnini . Krajevni vektor, ki de-
nira tocko T razdelimo na dva dela, na vzporedno in pravokotno komponento. Ker se
dolzina transformiranega vektorja ohranja, ostane vzporedna komponenta nespreme-
njena, medtem ko pravokotno komponento rotiramo v ravnini denirani z normalo n.
Slika 2.1: Rotacija tocke T okoli osi denirane z enotskim vektorjem n za kot #.
Leta 1843 je matematik William R. Hamilton zapisal posplositev kompleksnih stevil
v prostoru, kjer so potrebne stiri komponente (od tod ime mnozice teh stevil, lat.
quattuor - stiri). V nadaljevanju podamo najbolj pomembne znacilnosti kvaternionov,
vec o podrobnostih kvaternionske algebre je opisano v delih, npr. [32, 34, 37, 129{131].
Kvaternione formalno zapisemo kot a0 + a1i+ a2j + a3k, kjer so ai realna stevila in i,
j, k znaki, ki ustrezajo pravilom:
i2 = j2 = k2 =  1; (2.5)
ij = k; ji =  k; (2.6)
jk = i; kj =  i; (2.7)
ki = j; ik =  j: (2.8)
Kvaternione oznacimo s simbolom strehe^
a^ = a0 + a; a0 2 R;a 2 R3; (2.9)
z normo ja^j = pa20 + jaj2, kjer velja jaj = pa  a. Njihovo konjugirano obliko zapisemo
kot a^ = a0   a = a0   a1i   a2j   a3k. Ker so vektorji in skalarji v podprostoru
kvarterionov, se pravila vektorske in skalarne algebre uporabljajo tudi pri manipula-
ciji kvarterionov. Mnozenje kvaterniona z lastno konjugirano vrednostjo predstavlja
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njegovo normo ja^j2
ja^j2 = a^  a^ = (a0 + a1i+ a2j + a3k)(a0   a1i  a2j   a3k)
= (a0a0   a1a1i2   a2a2j2   a3a3k2)
+ ( a0a1 + a1a0   a2a3 + a3a2)i
+ ( a0a2 + a2a0 + a1a3   a3a1)j
+ ( a0a3 + a3a0   a1a2 + a2a1)k
= a20 + a
2
1 + a
2
2 + a
2
3:
(2.10)
Vsak kvaternion razlicen od nic ima inverz:
a^ 1 =
a^
ja^j2 : (2.11)
Kvaternionski produkt je asociativen, distributiven, ni pa komutativen. Oznacimo ga
s simbolom :
a^  b^ = (a0b0   a  b) + (b0a+ a0b+ a b); (2.12)
kjer simbol  predstavlja skalarni produkt in  vektorski produkt. Vektor a =
(ax; ay; az) = axi+ ayj + azk lahko zapisemo kot kvaternion z nictim skalarnim delom
kot a^ = (0;ax; ay; az) = 0 + axi + ayj + azk. Rotacijski kvaternion q^ = q0 + q ima
enotsko normo jq^j = 1. Z upostevanjem tega pogoja, iz enacbe (2.10) sledi
q^  q^ = 1^: (2.13)
Rotacija iz ene koordinatne baze T v drugo T 0 je podana z levim in desnim mnozenjem
polozajnega vektorja a^ z rotacijskim kvaternionom q^ in njegovo konjugirano vrednostjo
q^:
a^0 = q^  a^  q^: (2.14)
Postopoma zapisimo rezultat rotacije (q0 + q1i + q2j + q3k)(0 + axi + ayj + azk)(q0  
q1i  q2j   q3k):
(q0 + q1i+ q2j + q3k)(0 + axi+ ayj + azk) = q0axi+ q0ayj + q0azk
+ q1axi
2 + q1ayij + q1azik
+ q2axji+ q2ayj
2 + q2azjk
+ q3axki+ q3aykj + q3azk
2
=  q1ax   q2ay   q3az
+ (q0ax + q2az   q3ay)i
+ (q0ay   q1az + q3ax)j
+ (q0az + q1ay   q2ax)k:
Rezultat sedaj mnozimo z desne z (q0  q1i  q2j  q3k). Zaradi preglednosti racunamo
po vsaki komponenti posebej:
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{ Realni del:
  q0q1ax   q0q2ay   q0q3az
+ q0q1ax + q1q2az   q1q3az
+ q0q2ay   q1q2az + q2q3ax
+ q0q3az + q1q3ay   q2q3ax = 0:
{ Koecient i:
+ q0q0ax + q0q2az   q0q3ay
+ q1q1ax + q1q2ay + q1q3az
+ q0q2az + q1q2ay   q2q2ax
  q0q3ay + q1q3az   q3q3ax:
{ Koecient j:
+ q0q0ay   q0q1az + q0q3ax
  q0q1az   q1q1ay + q1q2ax
+ q1q2ax + q2q2ay + q2q3ax
+ q0q3ax + q2q3az   q3q3ay:
{ Koecient k:
+ q0q0az + q0q1ay   q0q2ax
+ q0q1ay   q1q1az + q1q3ax
  q0q2ax   q2q2az + q2q3ay
+ q1q3ax + q2q3ay + q3q3az:
Po ureditvi zapisemo rezultat
q^  a^  q^ = 0
+ ((q20 + q
2
1   q22   q23)ax + 2(q1q2   q0q3)ay + 2(q0q2   q1q3)az)i
+ (2(q0q3 + q1q2)ax + (q
2
0   q21 + q22   q23)ay + 2(q2q3   q0q1)az)j
+ (2(q1q3   q0q2)ax + 2(q0q1 + q2q3)ay + (q20   q21   q22 + q23)az)k:
(2.15)
Transformirani kvaternion je cisti kvaternion, saj je realni del enak nic. Naj opo-
mnimo, da v izracunu ni bilo potrebno uporabiti trigonometrijskih funkcij, le sestevanje
in mnozenje realnih stevil, kar je zelo ugodno za numericno modeliranje ter hitrost
izracuna.
Zaradi nekomutativne narave kvaternionskega produkta je prirocno vpeljati linearna
operatorja za levo in desno mnozenje enotskega kvaterniona q^ s poljubnim kvaternio-
nom a^:
q^  a^ = L(q^)a^; (2.16)
a^  q^ = R(q^)a^: (2.17)
Produkt dveh kvaternionov je sedaj zapisan v obliki mnozenja ortogonalne 44 matrike
in vektorja s stirimi komponentami (matrike z enim stolpcem). Tako levi kot desni
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kvaternion razsirimo v matriko z uporabo linearnih operatorjev L in R na naslednji
nacin
[L(q^)] =
2664
q0  q1  q2  q3
q1 q0  q3 q2
q2 q3 q0  q1
q3  q2 q1 q0
3775 ; [R(q^)] =
2664
q0  q1  q2  q3
q1 q0 q3  q2
q2  q3 q0 q1
q3 q2  q1 q0
3775 ; (2.18)
kjer je [q^] = [q0; q1; q2; q3]
T matricni zapis komponent kvaterniona. Ko ima kvaternion
q^ enotsko normo (kar je pogoj za rotacijski kvaternion), sta matriki L(q^) in R(q^)
ortogonalni, tako velja L(q^)
T = R(q^) in R(q^)
T = L(q^). Operatorja L in R torej
predstavljata rotacijo v stiridimenzionalnem prostoru, saj ohranjajo dolzino, kot zasuka
in usmerjenost a^.
Vendar v primeru prostorskih vektorjev oz. cistih kvaternionov, operatorja L in R
sama ne preslikata cistega kvaterniona v cisti kvaternion. Posledicno je treba dolociti
ustrezno kombinacijo dveh operatorskih funkcij, ki ohranja dolzino preslikanega vek-
torja.
Zdruzitev dveh zaporednih rotacij je ponovno rotacija [129]. Ko nadomestimo kvater-
nionski produkt z matriko za levo in desno mnozenje, konstruiramo operator Q
q^  a^  q^ = Q(q^)a^; (2.19)
Q(q^) = L(q^)R(q^
) = R(q^)L(q^); (2.20)
ki v matricni obliki predstavlja rotacijski matriko v stirirazseznem prostoru:
[Q] =

1 013
031 R

; (2.21)
[R] = 2
24 q20 + q21   12 q1 q2   q0 q3 q0 q2 + q1 q3q1 q2 + q0 q3 q20 + q22   12  q0 q1 + q2 q3 q0 q2 + q1 q3 q1 q0 + q2 q3 q20 + q23   12
35 : (2.22)
Z R smo oznacili podmatriko, ki jo pogosto najdemo v literaturi (glej npr. Argyris [32])
kot standardno rotacijsko matriko v trirazseznem prostoru rotacij. Naj omenimo, da
vsak del R(q^
) in L(q^) predstavlja polovico kota zasuka. Zaradi tega ima polarna
oblika kvaternionske predstavitve rotacijskega vektorja # obliko:
q^ = cos
#
2
+ n sin
#
2
= exp

#
2

; (2.23)
kjer je n = #=# enotski oz. smerni vektor, ki predstavlja os rotacije in # kot zasuka
okoli osi.
Rotacijski kvaternion lahko tudi deniramo z eksponentno preslikavo, kot v delu [132].
Izraz sledi z razsiritvijo sinusne in kosinusne funkcije v enacbi (2.23) v Taylorjevo vrsto
q^ =
 
1  1
2!

#
2
2
+
1
4!

#
2
4
  : : :
!
+ n
 
#
2
  1
3!

#
2
3
+
1
5!

#
2
5
  : : :
!
= 1^ +
#
2
+
1
2!
#
2
 #
2
+
1
3!
#
2
 #
2
 #
2
+ : : :
=
1X
p=0
(#=2)p
p!
= exp

#
2

:
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(2.24)
Pogosteje kot kvaternione pa avtorji uporabijo rotacijske vektorje. Rotacijski vektor
# [32] in rotacijska matrika R sta povezana v Rodriguesovi formuli [128]. Z uporabo
polarnega zapisa (2.23) v rotaciji vektorja a (2.14) lahko preverimo enakost transformi-
ranega vektorja a0 s pomocjo Rodriguesove formuleRa ali s kvaternionskim mnozenjem
q^  a^  q^.
q^  a^ = (0  sin #
2
n  a) + (cos #
2
a+ sin
#
2
n a):
q^  a^  q^ = (  sin #
2
cos
#
2
n  a+ sin #
2
cos
#
2
n  a) + sin2 #
2
(n  a)n
+ cos
#
2
(cos
#
2
a+ sin
#
2
n a)  (cos #
2
a+ sin
#
2
n a) sin #
2
n
= sin2
#
2
(n  a)n+ cos2 #
2
a+ sin
#
2
cos
#
2
n a  sin #
2
cos
#
2
a n
  sin2 #
2
(n a) n
= sin2
#
2
(n  a)n+ cos2 #
2
a+ 2 sin
#
2
cos
#
2
n a+ sin2 #
2
n (n a)
= sin2
#
2
(n (n a) + a) + cos2 #
2
a+ 2 sin
#
2
cos
#
2
n a+ sin2 #
2
n (n a)
= (cos2
#
2
+ sin2
#
2
)a+ 2 sin
#
2
cos
#
2
n a+ 2 sin2 #
2
n (n a)
= a+ 2 cos
#
2
sin
#
2
n a+ 2 sin2 #
2
n (n a):
Z uporabo trigonometrijskih enacb za polovicne kote sinusne in kosinusne funkcije,
preoblikujemo izraz v koncno obliko:
q^  a^  q^ = a+ sin#n a+ (1  cos#)n (n a); (2.25)
kar pa je enak rezultat kakor z uporabo Rodriguesove formule, [133].
Ra = a+ sin#
#
# a+ 1  cos#
#2
# (# a); (2.26)
kjer smo smerni vektor n nadomestili z #=#.
2.2 Formulacija prostorskega nosilca
V tem poglavju predstavljamo komponente, potrebne za razvoj teorije prostorskega
nosilca. V formulaciji racunskega modela uporabimo kvaternionsko algebro za opis
prostorskih rotacij in transformacijo baz ter osnove variacijskega racuna za izpeljavo de-
formacijskih kolicin. Kombinacija ravnoteznih enacb in konstitutivnega zakona struk-
turira nabor vodilnih enacb, ki jih kasneje numericno resimo.
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2.2.1 Geometrija in kinematika
Geometrijo nosilca enolicno dolocimo s tremi koordinatnimi sistemi. Locimo zacetno,
nedeformirano stanje in deformirano stanje.
Denirane lastnosti nosilca veljajo za zacetno stanje. Ob zacetnku opazovanja so defor-
macije in napetosti znane funkcije, orientacija precnih prerezov je znana, teziscna os pa
je predpisana s prostorsko krivuljo. Ce so ob zacetku opazovanja deformacije enake nic
in na nosilec ne deluje zunanja obtezba, pravimo zacetnemu stanju tudi nedeformirano
stanje. Obenem je zacetno stanje lahko deformirano, zato mu pravimo tudi referencno
stanje, saj vse nadaljne spremembe kinematicnih in staticnih kolicin podamo glede na
to stanje.
Vsako stanje, ki je razlicno od zacetnega kot posledica delovanja zunanjih obtezb,
imenujemo deformirano stanje. Poleg znanih zunanjih vplivov, iscemo notranje kine-
maticne in staticne velicine, da je sistem v ravnotezju.
Naj g = fg1; g2; g3g oznacuje ksno (globalno) bazo ortonormalnih vektorjev. Ma-
terialna krivulja L0 je denirana z vektorsko funkcijo r0g , ki predpise krajevni vektor
r0g(s) vsaki tocki na materialni krivulji v globalni bazi g. Parameter s predstavlja locno
dolzino (koordinato) nedeformirane krivulje. Velja s 2 [0;L], kjer je L nedeformirana
dolzina nosilca. Nadalje, naj L0 povezuje tezisca precnih prerezov nosilca in naj tan-
genta na krivuljo denira njihovo orientacijo za nedeformirano stanje nosilca (glej sliko
2.2). Zdaj lahko deniramo ortonormalno bazo G0 = fG01;G02;G03g tako, da je bazni
vektor G01(s) = dr
0
g(s)=ds hkrati normala na precni prerez in tangenta na krivuljo.
Vektorja G02 in G
0
3 naj bosta usmerjena v smeri glavnih vztrajnostnih osi precnega
prereza. Tako velja G02G03 = G01. Izhodisce koordinatnega sistema deniranega z G0
sledi materialni krivulji L0, zato G0 imenujemo referencna materialna baza.
Deformirano stanje je podobno opisano z rg(s), G1(s), G2(s) in G3(s). Zaradi
upostevanja striznih deformacij, vektor G1(s) ni nujno tangenten na materialno krivu-
ljo L v deformiranem stanju. Se vedno velja, da je vektorski produkt vektorjev G2(s)
in G3(s) enak vektorju G1(s) ter, da G2(s) in G3(s) lezita na glavnih vztrajnostnih
oseh deformiranih precnih prerezov. To pomeni, da je baza G ortonormalna. Poleg
tega predpostavimo, da deformirani precni prerezi ostanejo ravni, imajo enako obliko
in povrsino kot v zacetni konguraciji. Z uporabo kvarterionske algebre v formulaciji
se matematicni prostor razsiri na stiri dimenzije. Vsak vektor iz realnega prostora se
razsiri z nicelnim skalarnim delom, da tvori cisti kvarterion, prav tako vpeljemo enotski
kvarterion 1^ v tridimenzionalno bazo. Lokalna in globalna baza so tako sestavljene iz
stirih kvaternionov fG^0; G^1; G^2; G^3g ter fg^0; g^1; g^2; g^3g. Zapisemo G^0 = g^0 = 1 + 0 = 1^
in G^i = 0 + Gi, g^i = 0 + gi, za i 2 f1;2;3g. Prostorske rotacije in transformacije
koordinat dobimo z linearnim operaterjem Q. Tako ksne kot premikajoce se baze so
torej povezane preko relacije
G^i = Qg^i = q^  g^i  q^; i 2 f1;2;3g; (2.27)
kjer rotacijska matrika Q ustreza pogojem ortogonalnosti det(Q) = 1 in QQT = I, saj
je zgrajena s kvaternioni enotske dolzine.
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Slika 2.2: Shema prostorskega nosilca v zacetnem in deformiranem stanju. Baze, s
katerimi deniramo stanje nosilca, globalna, lokalna nedeformirana in lokalna
deformirana, so povezane preko transformacijskih matrik Q0(q^0), Z(k^) in Q(q^).
Skupno rotacijo lahko locimo na zacetno rotacijo in relativno rotacijo, kar v kvaterni-
onskem zapisu izrazimo kot:
q^(s) = k^(s)  q^0(s): (2.28)
Rotacijski kvaternion q^0 predstavlja transformacijo med globalno g in lokalno G
bazo, medtem ko rotacijsko spremembo med nedeformiranim in deformiranim sta-
njem opisemo z rotacijskim kvaternionom k^. Rotacijska matrika Q je zapisana
s produktom locenih rotacijskih matrik: Q = ZQ0, kjer Z(k^) = L(k^)R(k^
) in
Q0(q^0) = L(q^0)R(q^

0).
Poljuben kvaternion a^ lahko izrazimo tako v globalni [a^g] = [0; ag1; ag2; ag3]
T kot v
lokalni [a^G] = [0; aG1; aG2; aG3]
T bazi. Preslikava v lokalno bazo je tako
a^g = Qa^G = L(q^)R(q^
)a^G = q^  a^G  q^
= k^  q^0  a^G  q^0  k^ = ZQ0a^G:
(2.29)
Ker je rotacijska matrika Q ortogonalna, lahko zapisemo inverzno transformacijo
a^G = Q
T a^g = 
T
L(q^)
T
R(q^
)a^g = R(q^)L(q^)a^g = q^  a^g  q^
= q^0  k^  a^g  k^  q^0 = QT0ZT a^g:
(2.30)
2.2.2 Odvod in variacija rotacijske kolicine
Kolicine za opis prostorskih rotacij so pogosto izbrane za glavne neznanke problema
prostorskega nosilca. Glede na to, da rotacije niso aditivne kolicine, raziscemo njihove
21
Teoreticne osnove
variacije pred uporabo v linearizacijskem postopku. Prednost kvaternionskega zapisa je
v bolj enostavni linearizaciji enacb. Zapisemo variacijo enacbe (2.27) glede na osnovno
neznanko problema q^
G^i = q^  g^i  q^ + q^  g^i  q^
= q^  q^  G^i + G^i  q^  q^
= q^  q^  G^i   G^i  q^  q^:
V zgornji izpeljavi smo variacijo konjugiranega kvaterniona nadomestili z variacijo
enacbe (2.13)
q^ =  q^  q^  q^: (2.31)
Z mnozenjem z leve strani prepoznamo izraz q^  q^ =  q^  q^, ki je znacilen za ciste
kvaternione, tj. vektorje v stirirazseznem prostoru. Zaradi krajsega zapisa deniramo
^ = q^  q^. Prav tako je kvaternion G^i cisti kvaternion { po deniciji. Z uporabo
pravila za mnozenje kvaternionov (2.12) lahko zapisemo
G^i = ^  G^i   G^i  ^
=  ^  G^i + ^ G^i + G^i  ^  G^i  ^
= 2^  G^i;
kjer smo vektorski produkt cistih kvaternionov nadomestili s kvaternionskim mnozenjem.
Sledi
G^i = 2q^  q^  G^i = #^  G^i; (2.32)
kjer z #^ oznacimo cisti kvaternion 2q^  q^, ki nima enotske dolzine in predstavlja va-
riacijski del (stopnjo spremembe baze G^i v odvisnosti od variacije kvaterniona) trans-
formiranega oz. zasukanega vektorja. Za vektorje v pomicni bazi v splosnem velja:
a^G = (a^G)rel + #^  a^G; (2.33)
kjer smo z ( )rel oznacili relativno variacijo komponent, brez upostevanja spremembe
baze
(a^G)rel = aG1G^1 + aG2G^2 + aG3G^3:
Za zapis upogibnih deformacij v vsaki teoriji nosilcev potrebujemo odvod baznih vek-
torjev G^i po locni koordinati s. Ko odvod izrazimo s to isto bazo, dobimo mero za
ukrivljenost, v literaturi pogosto zapisano v obliki 
 = R0RT , [32]. Odvod enacbe
(2.27) v kvaternionski obliki zapisemo podobno kot variacijo
G^0i = q^
0  g^i  q^ + q^  g^i  q^0
= q^0  q^  G^i + G^i  q^  q^0
= 2q^0  q^  G^i
= ^  G^i;
(2.34)
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kjer smo zapisali vektor ukrivljenosti v kvaternionski obliki ^ = 2q^0  q^. Ce zapisemo
variacijo ukrivljenosti in odvajamo #^ po s, dobimo
#^0 = 2q^0  q^ + 2q^  q^0; ^ = 2q^0  q^ + 2q^0  q^:
Sledi
#^0 = ^  2q^0  q^ + 2q^  q^0
= ^  2q^0  q^  q^  q^ + 2q^  q^  q^  q^0
= ^  1=2^  #^ + 1=2#^  ^:
Ker imata oba kvaterniona ^ in #^ skalarni del enak 0, lahko s pomocjo enacbe (2.12)
zapisemo
#^0 = ^  #^  ^ = (^)rel; (2.35)
kar je ravno izraz za variacijo splosnega vektorja (2.33). S tem smo pokazali povezavo
med variacijo kvaternionov in rotacijskih kolicin.
2.2.3 Ravnotezne enacbe
Na elementarnem delcu nosilca dolzine ds, prikazanem na sliki 2.3, delujejo rezultante
notranjih sil N in momentov M ter zunanje linijske obtezbe n in m na enoto nede-
formirane dolzine. Notranje velicine so zapisane pri referencni locni dolzini s in s+ ds.
Zagotovimo ravnotezje sil in momentov za innitezimalen delec prostorskega nosilca.
Zapisemo ravnotezna pogoja za sile in momente:
N 0(s) + n(s) = 0;
M 0(s) + r0(s)N (s) +m(s) = 0:
Slika 2.3: Obremenitve elementarnega delca prostorskega nosilca.
Ravnotezne enacbe zapisemo v globalni bazi
ng(s) =  N 0g(s); (2.36)
mg(s) =  M 0g(s)  r0g(s)Ng(s): (2.37)
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2.2.4 Kinematicne enacbe
Kinematicno tocna teorija prostorskih nosilcev vpelje dva deformacijska vektorja: tran-
slatorni deformacijski vektor  in rotacijski deformacijski vektor . Znotraj materialne
baze imajo njune komponente zikalni pomen in predstavljajo osno deformacijo G1,
strizno deformacijo G2 in G3, torzijsko deformacijo G1 in upogibno deformacijo G2
in G3.
Osnovne enacbe prostorskih nosilcev izpeljemo z izrekom o virtualnem delu, po pristopu
Reissnerja [134]. Virtualno delo notranjih sil in momentov mora biti enako virtualnem
delu zunanjih obremenitev. Zapisan je izraz za del nosilca med s = s1 in s = s2.Z s2
s1
(NG  G +MG  G)ds =
Z s2
s1
(ng  rg +mg  #g)ds+ [Fg  rg + Pg  #g]s2s1 :
(2.38)
Notranje sile NG, momenti MG in virtualne deformacije G, G so izrazene v lo-
kalni materialni bazi, medtem ko so zunanje porazdeljene obremenitve ng, mg zunanje
tockovne obremenitve F (0), P (0), F (L) in P (L), virtualni pomiki rg in rotacije #g
zapisani v globalni bazi. Princip virtualnega dela lahko posplosimo na stiri dimenzije
z zamenjavo rotacijskega vektorja z rotacijskim kvaternionom, kot je predstavljeno v
delu Zupan in sodelavci [135]. Po vstavitvi ravnoteznih enacb (2.36) in (2.37) v princip
virtualnega dela in po izracunu variacije, dobimo linearna kinematicna razmerja med
virtualnimi deformacijami, virtualnimi pomiki in virtualnimi rotacijskimi kvarterioni.
Rezultat, zapisan v kvaternionski obliki:
^G = q^
  r^0g  q^ + 2q^  (r^0g  (q^  q^))  q^; (2.39)
^G = 2q^
  (q^  q^)0  q^: (2.40)
V izrazu (2.39) opazimo zvezo 2q^  q^ = #^ iz enacbe (2.32). To pomeni, da je ^G
mera spremembe transformiranega vektorja q^  r^0g  q^ glede na variacijo kvaterniona.
Lahko zapisemo:
^G = q^
  r^0g  q^ + c^G: (2.41)
Z nadaljnjo uporabo kvaternionske algebre, Zupan in sodelavci [37] predstavijo zvezo
med vektorjem ukrivljenosti in rotacijskim kvaternionom:
^G = 2q^
  q^0 + d^G: (2.42)
V enacbah (2.41) in (2.42) smo z cG(s) in dG(s) oznacili variacijski konstanti. Ti vek-
torski funkciji sta v splosnem odvisni od locnega parametra s, vendar se ne spreminjata
med obremenjevanjem. Dolocimo ju iz zacetne konguracije nosilca, glede na predpo-
stavke o zacetnih deformacijskih in kinematicnih pogojih. Izrazeni sta v lokalni bazi
zaradi bolj intuitivne predstave o njunem zikalnem pomenu.
Zacetno stanje, tj. stanje nosilca preden ga obremenimo, enolicno opisemo z zacetnimi
vektorji, oznacenimi z indeksom 0. Enacbi (2.41) in (2.42) zapisemo z zacetno rotacijo
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med g in G0 bazo q^0, materialno krivuljo L0 v zacetnem stanju r0g in deformacijskima
vektorjema 0g , 
0
G v zacetnem stanju.
c^G = ^
0
G   q^0  r^00g  q^0;
d^G = ^
0
G   2q^0  q^00:
Najpogosteje predpostavimo neobremenjeno zacetno stanje oz. brez deformacij in re-
lativnih rotacij: 0G  0, 0G  0 in q^  q^0, [k^] = [1; 0; 0; 0]T . Precni prerezi nosilca naj
bodo pravokotni na materialno krivuljo, kar zapisemo z zvezo
q^0  r^00g  q^0 = G^01;
kjer smo tangentni vektor dr0g(s)=ds transformirali v lokalno bazo z enacbo (2.30) in
enacili z normalo precnega prereza G01. Variacijski konstanti cG in dG sta tako
c^G = ^
0
G   q^0  r^00g  q^0 =  G^01; (2.43)
d^G = ^
0
G   2q^0  q^00 =  2q^0  q^00: (2.44)
Za zacetno raven nosilec je cG konstantna vrednost, dG pa enaka nic. Ko pa upostevamo
ukrivljen nosilec, variacijske konstantne postanejo vektorske funkcije locnega parametra
s, tj. c^G(s) =  G^01(s) in d^G(s) =  2q^0(s)  q^00(s).
Najveckrat so zacetno ukrivljeni nosilci nedeformirani, zato moramo lociti vpliv zacetne
geometrije od rotacijskih deformacij. Ko razdelimo totalno rotacijo glede na enacbo
(2.28) in jo vstavimo v kinematicno enacbo (2.42), razdelimo ukrivljenost na dva dela:
rotacijsko deformacijo ^G(k^) in zacetno ukrivljenost ^
0
G(q^0),
^G(q^) = 2q^

0  k^  (k^  q^0)0 + d^G
= 2q^0  k^  k^0  q^0 + 2q^0  q^00 + d^G
= q^0  ^G(k^)  q^0 + ^0G(q^0) + d^G:
Opazimo, da se vektor ukrivljenosti v referencni konguraciji ^0G(q^0) iznici z variacij-
sko konstantno d^G, vektor ukrivljenosti pa sedaj enostavno izracunamo z mnozenjem
matrike zacetne rotacije in vektorja rotacijske deformacije. Zato delitev rotacijskega
kvarteriona celotne rotacije se bolj poenostavi izraz za upogibno deformacijo.
Zdaj lahko zapisemo rotacijski in translatorni deformacijski vektor glede na obe bazi z
uporabo enacb (2.29) in (2.30),
^g = r^
0
g   q^  G^1  q^;
^G = q^
  r^0g  q^   G^1;
(2.45)
in
^g = 2k^
0  k^;
^G = 2q^

0  k^  k^0  q^0:
(2.46)
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2.2.5 Konstitutivne zveze
Konstitucijske zveze povezujejo deformacijske kolicine in notranje sile in momente. V
splosnem lahko zveze zapisemo s poljubnimi operatorji, odvisnimi od deformacijskih
kolicin
N^CG = CN(G; G) = C^N ^G + C^N^G; (2.47)
M^CG = CM(G; G) = C^M ^G + C^M^G: (2.48)
Tukaj smo zveze podali v lokalni bazi, saj je to naraven zapis konstitucijskih zakonov.
Notranje sile in momenti, ki zadoscajo konsistencnim enacbam, oznacimo z indeksom
C, da jih lazje locimo od ravnoteznih notranjih rezultant. Naj omenimo, da se v
primeru izbire kinematicnih velicin kot primarnih spremenljivk, red konstitutivnih sil
in momentov ter deformacijskih velicin razlikuje zaradi odvoda pomikov in zasukov.
Ta razlika vodi k efektu striznega blokiranja, vendar se tej tezavi lahko izognemo z
izbiro deformacijskih velicin kot primarnih spremenljivk, saj je natancnost N^CG in M^
C
G
tako istega reda kot primarne spremenljivke.
V tem delu se omejimo na linearno elasticen materialni model. Operatorja CN(G; G)
in CM(G; G) sta v takem primeru konstantna. Matrike, ki nastopajo v enacbah (2.47)
in (2.48) razsirimo na stiri dimenzije in zapisemo
C^N =
2664
1 0 0 0
0 EA 0 0
0 0 GAs 0
0 0 0 GAs
3775 in C^N =
2664
1 0 0 0
0 0 ES2  ES3
0 0 0 0
0 0 0 0
3775 ;
C^M =
2664
1 0 0 0
0 0 0 0
0 ES2 0 0
0  ES3 0 0
3775 in C^M =
2664
1 0 0 0
0 GJ1 0 0
0 0 EJ2 EJ23
0 0 EJ23 EJ3
3775 :
Elasticni in strizni modul precnega prereza oznacimo z E in G. Pri tem A predstavlja
ploscino precnega prereza, As pa efektivni strizni prerez, torzijski vztrajnostni moment
oznacimo z J1 ter glavna vztrajnostna momenta okoli pripadajocih glavnih osi z J2 in
J3. V bolj splosnem primeru, kjer os nosilca ne poteka skozi geometrijsko ali strizno
tezisce prereza, upostevamo tudi izven-diagonalne clene v konstitutivnih matrikah. Ti
vkljucujejo staticne momente okoli glavnih osi S2 in S3 ter deviacijski vztrajnostni
moment J23. Spomnimo, da so S2, S3 in J23 enaki nic za vsaj enkrat simetricne prereze
opisane glede na teziscno os celotne konstrukcije. V primeru slojevitih nosilcev temu
ni tako, zato smo konstitucijske matrike zapisali za splosni primer.
Zelimo zagotoviti ujemanje ravnoteznih in konstitucijskih notranjih sil in momentov oz.
konsistentnost formulacije. Zato konsistencne enacbe (2.47) in (2.48) transformiramo
v globalno bazo
N^Cg = q^  N^CG  q^ = QN^CG = QC^NQT ^g +QC^N^G; (2.49)
M^Cg = q^  M^CG  q^ = QM^CG = QC^MQT ^g +QC^M^G (2.50)
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in jih enacimo z ravnoteznimi enacbami (2.36) in (2.37)
N^Cg   N^g = 0^; (2.51)
M^Cg   M^g = 0^: (2.52)
2.2.6 Vodilne enacbe nosilca
V vsakem deformiranem stanju nosilca moramo zadostiti ravnoteznim (2.36), (2.37),
kinematicnim (2.45), (2.46) in konstitutivnim enacbam (2.47), (2.48). Skupaj te enacbe
predstavljajo sistem nelinearnih vodilnih enacb nosilca:
N^ 0g(s) + n^g(s) = 0^; (2.53)
M^ 0g(s) + r^
0
g(s) N^g(s) + m^g(s) = 0^; (2.54)
^g   r^0g + q^  G^1  q^ = 0^; (2.55)
^G   2q^0  k^  k^0  q^0 = 0^; (2.56)
N^Cg   N^g = 0^; (2.57)
M^Cg   M^g = 0^: (2.58)
Vse vektorske kolicine smo zapisali v kvaternionski obliki zaradi lazje implementacije v
numericni model. V nadaljevanju predstavimo predpostavke uporabljene pri resevanju
enacb.
Predpostavimo, da sta funkciji n^g(s) in m^g(s) znani analiticni funkciji parametra s.
Notranje sile in momente izrazimo na naslednji nacin
N^g(s) = N^g(0) 
Z s
0
n^g(~s)d~s; (2.59)
M^g(s) = M^g(0) 
Z s
0
m^g(~s)d~s 
Z s
0
r^0g(~s) N^g(~s)d~s: (2.60)
Vektorski produkt nadomestimo z mnozenjem matrik, upostevajoc antisimetricni ope-
rator As (glej [136])
v  u = As(v)u =  As(u)v; (2.61)
[As(v)][u] =
24 0  v3 v2v3 0  v1
 v2 v1 0
3524u1u2
u3
35 ; (2.62)
in zapisemo momentno enacbo (2.60) kot
M^g(s) = M^g(0) +
Z s
0

As
 
N^g(~s)

r^0g(~s)  m^g(~s)

d~s;
= M^g(0) +
Z s
0

As
 
N^g(~s)
 
^L=2g +Q(~s)G^1(~s)
  m^g(~s)d~s: (2.63)
V trenutni formulaciji koncnega elementa izberemo deformacijska vektorja kot glavne
neznanke problema in predpostavimo, da sta konstantna po celotni dolzini nosilca.
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Translatorni deformacijski vektor izrazimo v globalni bazi ^
L=2
g in upogibni deformacij-
ski vektor v lokalni bazi ^
L=2
G . Razlog za taksno izbiro baz bo ociten kasneje v numericni
implementaciji. V skladu z diskretizacijsko shemo, ki sledi, sta deformacijska vektorja
izracunana na sredini nosilca in zato oznacena z zgornjim indeksom L=2. Po predpo-
stavki konstantnega deformacijskega polja lahko neposredno integriramo kinematicni
enacbi (2.45) in (2.46) ter izrazimo polozajni vektor r^g(s) in relativni rotacijski kvar-
terion k^(s) glede na translatorno deformacijo in ukrivljenost:
r^g(s) = r^g(0) + ^
L=2
g s+
Z s
0
Q(~s)G^1(~s)d~s; (2.64)
k^(s) = k^(0)  exp   s
2
Q0(0)^
L=2
G

: (2.65)
Zgornji enacbi dolocajo oblikovni funkciji polja pomikov in rotacij nasega elementa.
Naj opomnimo, da tak element daje tocen rezultat za konstantne deformacije.
Izpeljava enacbe (2.65) temelji na predpostavkah predstavljenih v delu Zupan in sode-
lavci [132] za dinamsko analizo prostorskih nosilcev. Rotacijske kvaternione odvajamo
po locnem parametru s namesto po casu, zato lahko kotno hitrost nadomestimo z vek-
torjem ukrivljenosti z uporabo enake analogije. Predpostavimo, da poznamo analiticno
resitev rotacijskega kvaterniona k^(s) v tocki s = s0, zato lahko zapisemo Taylorjevo
vrsto
k^(s) =
1X
p=0
k^p(s  s0)p; (2.66)
kjer velja
k^p =
k^(p)(s0)
p!
; p 2 f0; 1; 2; : : :g: (2.67)
Koeciente k^p dobimo z odvajanjem preoblikovanega izraza (2.46) se p  1-krat
k^(p)(s0) =
dp 1
dsp 1

1=2k^(s)  q^0(0)  ^L=2G  q^0(0)

s=s0
=
1
2
p 1X
i=0

p  1
i

k^(p i 1)(s0)  (Q0(0)^L=2G )(i):
(2.68)
Izraz poenostavimo z upostevanjem binomskega koecienta in vstavitvijo v enacbo
(2.67)
k^p =
1
2
p 1X
i=0
(p  1)!
p!
k^(p i 1)
(p  i  1)!
(Q0(0)^
L=2
G )
(i)
i!
=
1
2p
p 1X
i=0
k^p i 1  (Q0(0)^L=2G )i; p 2 f0; 1; 2; : : :g:
(2.69)
Zapisimo prve koeciente z uporabo zveze (2.69) Pri tem upostevamo, da ima izraz
28
Teoreticne osnove
q^0(0)  ^L=2G  q^0(0) = Q0^L=2G konstantno vrednost, torej (Q0(0)^L=2G )i = 0 za p  1.
k^1 =
1
2
k^0  (Q0^L=2G );
k^2 =
1
4
k^1  (Q0^L=2G ) =
1
8
k^0  (Q0^L=2G )2;
...
k^p =
1
2pp!
k^0  (Q0^L=2G )p:
Taylorjeva razsiritev rotacijskega kvaterniona (2.66) je oblike
k^(s) =
1X
p=0
1
2pp!
k^0  (Q0^L=2G )p(s  s0)p
= k^0 
1X
p=0
1
p!
 
Q0^
L=2
G
2
!p
(s  s0)p;
(2.70)
kar lahko po vzoru enacbe za eksponentno preslikavo (2.24) in z upostevanjem s0 = 0
zapisemo:
k^(s) = k^0  exp
s
2
Q0(0)^
L=2
G

:
V sistem enacb dodamo se pripadajoce robne pogoje
F^ 0g + N^
0
g = 0^; (2.71)
P^ 0g + M^
0
g = 0^; (2.72)
F^Lg   N^g(L) = 0^; (2.73)
P^Lg   M^g(L) = 0^; (2.74)
kjer smo z F^ 0g in F^
L
g oznacili zunanje sile ter z P^
0
g in P^
L
g zunanje momente na krajiscih
elementa pri s = 0 in s = L.
Enacbe (2.64), (2.65) ter (2.59), (2.63) izracunamo pri s = L za umestitev nosilca v
zikalni prostor (R3).
N^g(L) = N^
0
g  
Z L
0
n^g(s)ds; (2.75)
M^g(L) = M^
0
g +
Z L
0

As
 
N^g(s)
 
^L=2g +Q(s)G^1(s)
  m^g(s)ds; (2.76)
r^g(L) = r^g(0) + ^
L=2
g L+
Z L
0
Q(~s)G^1(~s)d~s; (2.77)
k^(L) = k^(0)  exp  L
2
Q0(0)^
L=2
G

: (2.78)
Enakost konstitutivnih in ravnoteznih enacb zagotovimo na sredini dolzine nosilca v
isti tocki, kjer smo privzeli konstantna deformacijska vektorja. Na ta nacin postane
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orientacija teziscne osi nepomembna. Koncni element je torej neodvisen od orientacije
osi in simetricen glede na tocko na sredini nosilca.
Koncni sistem enacb je sestavljen iz diskretnih zvez med primarnimi neznankami pri
s = 0, s = L in s = L=2:
1e^ = Q(L=2)N^CG (L=2)  N^g(L=2) = 0^; (2.79)
2e^ = Q(L=2)M^CG (L=2)  M^g(L=2) = 0^; (2.80)
3e^ = r^Lg   r^g(L) = 0^; (2.81)
4e^ = k^L   k^(L) = 0^; (2.82)
5e^ = F^ 0g + N^
0
g = 0^; (2.83)
6e^ = P^ 0g + M^
0
g = 0^; (2.84)
7e^ = F^Lg   N^g(L) = 0^; (2.85)
8e^ = P^Lg   M^g(L) = 0^: (2.86)
Primarne spremenljivke formulacije so kinematicne velicine v krajiscih elementa r^0g ,
r^Lg , k^
0 in k^L, rezultante sile in momenti na zacetku nosilca N^0g in M^
0
g ter konstantne
deformacije na sredini nosilca ^
L=2
g in ^
L=2
G . Indeksi 0, L in L=2 oznacujejo tocke, v
katerih so spremenljivke izracunane glede na locni parameter s nedeformirane dolzine
nosilca.
2.2.7 Integracija enacb
Na sliki 2.4 prikazujemo shemo koncnega elementa z vsemi neznankami glede na njihov
polozaj na nosilcu. Ker zelimo, da integracijske tocke sovpadajo z interpolacijskimi,
jih uporabimo v Newton-Cotesovi metodi numericne integracije.
Slika 2.4: Polozaj vrednosti primarnih spremenljivk glede na dolzino
neobremenjenega nosilca.
V enacbah (2.79)-(2.86) nastopajo integrali z zgornjo mejo L=2 ali L. V numericni
integraciji hocemo uporabiti le tocke, ki so ze izracunane, zato za integracijo do po-
lovicne dolzine uporabimo 2 tocki (trapezna metoda integracije), za integracijo po
celotni dolzini pa vse tri tocke (Simpsonova metoda integracije). Za integracijo enacbe
e torej uporabimo izrazaZ L=2
0
e(s)ds  L
4
(e(0) + e(L=2)); (2.87)Z L
0
e(s)ds  L
6
(e(0) + 4e(L=2) + e(L)): (2.88)
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Glede na to, da je koncni element dvotockovni, zapisemo porazdeljeni zunanji obre-
menitvi n^g(s) in m^g(s) kot polinoma prve stopnje tj. linearno povezavo krajiscnih
vrednosti obremenitev n^0g, n^
L
g ter m^
0
g, m^
L
g :
n^g(s) = n^
0
g +
n^Lg   n^0g
L
s; (2.89)
m^g(s) = m^
0
g +
m^Lg   m^0g
L
s: (2.90)
Zdaj, ko so zunanje porazdeljene obremenitve tako denirane, lahko analiticno resimo
enacbo (2.75) in zapisemo
N^g(s) = N^
0
g   n^0gs 
n^Lg   n^0g
2L
s2: (2.91)
Z uporabo enacbe (2.91) in pravili numericnega integriranja (2.87), (2.88) zapisemo se
zvezi, ki nastopata v vodilnih enacbah problema (2.79), (2.80), (2.85) in (2.86)
M^g(L=2) =M^
0
g +
L
4

As
 
N^0g
 
^L=2g +Q
0G^1
  m^0g
+ As
 
N^0g   n^0gL=2  (n^Lg   n^0g)L=8
 
^L=2g +Q(L=2)G^1
  m^0g + m^Lg
2

;
(2.92)
M^g(L) =M^
0
g +
L
6

As
 
N^0g
 
^L=2g +Q
0G^1
  m^0g
+ 4
 
As
 
N^0g   n^0gL=2  (n^Lg   n^0g)L=8
 
^L=2g +Q(L=2)G^1
  m^0g + m^Lg
2

+ As
 
N^0g   n^0gL  (n^Lg   n^0g)L=2
 
^L=2g +Q(L)G^1
  m^Lg:
(2.93)
2.2.8 Nekonservativne obtezbe
Ce upostevamo nekonservativne vektorje sil in momentov na vozliscih elementa, jih
moramo ustrezno prilagoditi za upostevanje v robnih pogojih (2.71)-(2.74). Tokrat
podamo zunanje obremenitve glede na lokalni koordinatni sistem vozlisc elementa, z
upostevanjem enacbe (2.30) jih preslikamo v globalni koordinatni sistem
F^ 0G = Q
T (0)F^ 0g ;
P^ 0G = Q
T (0)P^ 0g ;
F^LG = Q
T (L)F^Lg ;
P^LG = Q
T (L)P^Lg :
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Enacbe robnih pogojev (2.83)-(2.86) v sistemu vodilnih enacb imajo tako obliko:
5e^ = QT (0)F^ 0g + N^
0
g = 0^; (2.94)
6e^ = QT (0)P^ 0g + M^
0
g = 0^; (2.95)
7e^ = QT (L)F^Lg   N^g(L) = 0^; (2.96)
8e^ = QT (L)P^Lg   M^g(L) = 0^: (2.97)
2.2.9 Numericno resevanje sistema enacb
Opisani model prostorskega nosilca je splosen, kar se kaze v vecji nelinearnosti enacb.
Zaradi kompleksnosti vodilnih diferencialnih enacb naloga v splosnem ni analiticno
resljiva, zato resevanje zahteva uporabo numericnih metod. Najbolj pogosto se za
resitev tega problema enacbe linearizirajo za uporabo v Newton-Raphsonovi iteracijski
metodi. Problem deformacijskega stanja nosilca smo diskretizirali na koncne odseke in
ga tako prevedli na problem resevanja sistema nelinearnih enacb za vsak element pose-
bej. Na sliki 2.5 predstavljamo vec primerov odziva nosilcev na zunanje obremenitve.
Primere, kjer obtezba in/ali pomik ne narascata monotono, imenujemo stabilnostni
problemi. Klasicna iteracijska metoda ni zmozna v celoti opisati taksnih preskokov v
odzivu, zato je nujno uporabiti metodo za sledenje locne poti.
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Slika 2.5: Primeri obtezno-deformacijskih poti razlicnih konstrukcij in obremenitev.
Zamislimo si sistem, ki ima n nelinearnih enacb z n neznankami. Lahko zapisemo
f1(x1;x2; : : : ;xn) = 0
f2(x1;x2; : : : ;xn) = 0
:
fn(x1;x2; : : : ;xn) = 0;
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ali krajse F (x) = 0, kjer je x vektor neznank. Vec kot imamo enacb, tezje pridemo
do zacetnih priblizkov sistema, ki ga resujemo. V primeru ene same enacbe f(x) = 0
lahko iz diagrama dolocimo zacetni priblizek. V primeru dveh enacb f1(x1;x2) = 0 in
f2(x1;x2) = 0 iscemo presecisce dveh implicitno podanih krivulj.
Izpeljava Newtonove metode poteka preko Taylorjeve vrste. Denimo, da so vse funkcije
fi vsaj dvakrat zvezno odvedljive v okolici resitve. Tedaj lahko to funkcijo razvijemo
okrog x0:
fi(x) = fi(x0) +
nX
k=1
@fi(x0)
@xk
(x  x0) + : : : i = 1; : : : ;n
Ce za nek x velja fi(x) = 0 in zanemarimo clene visjega reda, je
0 = fi(x0) +
nX
k=1
@fi(x0)
@xk
(x  x0);
sledi
nX
k=1
@fi(x0)
@xk
x =  fi(x0):
Da pridemo do resitve nelinearnih enacb, potrebujemo vec korakov, zato racun itera-
tivno nadaljujemo, dokler ne dosezemo zadostne natancnosti. V koraku n upostevamo
prispevke popravkov k trenutnim vrednostim. Postopek ponavljamo, dokler so po-
pravki vecji od denirane tolerance (obicajno 10 8).
x[1] = x0 + x
:
x[n] = x
[n 1]
0 + x
[n 1]:
V primeru linearizacije skalarnega funkcionala obicajen odvod nadomestimo s smernim
odvodom:
F (x0; x) = lim
!0
f(x0 + x)  f(x0)

=
d
d
j=0f(x0 + x): (2.98)
Ker poznamo komponente vektorja x, lahko smerni odvod zapisemo kot linearno kom-
binacijo parcialnih odvodov:
f(x0; x) =
nX
j=1
@f
@xj
jx0 xj: (2.99)
Pri linearizaciji vektorskega funkcionala f(x) = (f1(x);f2(x); : : : ;fn(x)) zgornjo
enacbo ponovimo za vsako komponento posebej. Shema je takoX
j
@fi
@xj
jx0 xj =  fi(x0) (2.100)
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ali krajse
Kjx0x =  fi(x0): (2.101)
Pri tem je K matrika parcialnih odvodov vseh funkcionalov po vseh spremenljivkah,
x je variacija vektorja neznank in fi vektor ostankov.
V linearnih konguracijskih prostorih lahko linearni del spremembe, tj. variacijo x
pristejemo zacetnemu priblizku x0. Postopek nadaljujemo le, ce se vrednost popravkov
iz koraka v korak zmanjsuje, pravimo, da izracun konvergira. Konvergenca Newtonove
metode je v blizini nicle kvadraticna, v primeru divergence pa moramo postopek po-
noviti z boljsim zacetnim priblizkom.
Kompleksnost problema se pogosto izkazuje tudi pri nemonotoni obtezno-deformacijski
poti v obmocju velikih premikov in zasukov. Obtezno deformacijske poti taksnih pri-
merov spremljamo z metodami iskanja poti. Na sliki 2.5 so prikazani primeri obteznih
poti razlicnih konstrukcij, kjer mnoge od teh zahtevajo naprednejse numericne pri-
jeme za sledenje. Med najbolj uporabljenimi je metoda locne dolzine, ki jo je kot prvi
formuliral Riks leta 1979 [137]. Mnogi avtorji uporabijo temeljno zasnovo njegove me-
tode in jo nadgradijo za svoje potrebe raziskav. Criseld [138] prevede problem na
resevanje kvadratne enacbe ter izbiro pravilne resitve za nadaljevanje poti, Hellweg in
Criseld [139] predstavita drugacen kriterij za sledenje zelo ostrim prehodom, Stanic
in sodelavci [140,141] priredijo metodo za nelinearne modele gradiv s plasticno disipa-
cijo. Feng in sodelavci [142,143] predstavijo nov kriterij za izbiro predznaka obteznega
parametra v vsakem iteracijskem koraku.
Resujemo sistem enacb kot pri Newton-Raphosonovi metodi, dodamo pa se vezno
enacbo locne dolzine g(r;)
f int(r(t))  f ext(r(t); (t)) = 0; (2.102)
g(r(t)  r(t t); (t)  (t t)) ln = 0: (2.103)
Poleg glavnih neznank problema r, ki nastopajo v enacbah f int, smo z vezno enacbo
vpeljali dodatno spremenljivko, obteznostni parameter . To pomeni, da v nekem
intervalu t spremljamo spremembo neznank v obmocju locnega parametra ln. Z
numericnimi metodami za sledenje z dodatnimi enacbami krmilimo obremenitev ali
predpisan premik tako, da bo ravnotezje vedno dosezeno. V tej raziskovalni nalogi
uporabimo klasicno metodo locne dolzine, implementirano z mejnim algoritmom po
vzoru dela Stanic in sodelavci [140].
2.2.10 Linearizacija enacb
Preden lineariziramo sistem nelinearnih enacb (2.79)-(2.86), si pripravimo variacijske
formulacije izrazov, ki jih bomo potrebovali v postopku. Variacijska oblika transfor-
macijskih enacb (2.29) in (2.30) je:
Qa^G = k^  k^  k^  q^0  a^G  q^0  k^   k^  q^0  a^G  q^0  k^  k^  k^
=
 
R(ZQ0a^G)  L(ZQ0a^G)

R(k^
)k^;
(2.104)
QT a^g =  q^0  k^  k^  k^  a^g  k^  q^0 + q^0  k^  a^g  k^  k^  k^  q^0
= QT0
 
L(Z
T a^g)  R(ZT a^g)

L(k^
)k^;
(2.105)
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kjer smo upostevali variacijo izraza za sestavljeno rotacijo (2.28) q^ = k^  q^0.
Variacijska oblika kinematicnih enacb (2.64) in (2.65) je tako
r^g(s) = r^
0
g + s^
L=2
g +
Z s
0
Q(~s)G^1(~s)d~s
= r^0g + s^
L=2
g +
Z s
0
 
R(Q(~s)G^1(~s))
  L(Q(~s)G^1(~s))

R(q^
(~s))q^(~s)d~s;
(2.106)
k^(s) = k^0  exp

s
2
Q0^
L=2
G

+ k^0    exp( s
2
Q0^
L=2
G )

= R

exp

s
2
Q0^
L=2
G

k^0 + L(k^
0)T^
L=2
G ;
(2.107)
kjer smo variacijo eksponentne preslikave nadomestili z izrazom 
 
exp( s
2
Q0^
L=2
G )

=
T (s)^
L=2
G . Sledi izpeljava formulacije smernega odvoda za eksponentno mapo:


exp
 
s
2
Q0^
L=2
G

=
d
d"

exp
 
s
2
Q0(^
L=2
G + "^
L=2
G )
 
"=0
:
Potencno vrsto eksponentne preslikave nadomestimo s trigonometrijskimi funkcijami
kot v enacbi (2.24) in preimenujemo spremenljivko ^
L=2
G + "^
L=2
G = ^". Sledi
d
d"
 
exp
 
s
2
Q0^"
 
"=0
=
d
d"

cos( s
2
G) +Q0
^"
G"
sin( s
2
G)
 
"=0
= Q0
1
G
sin( s
2
G)^
L=2
G   s2 1G sin( s2G)^
L=2
G ^
L=2
G
+Q0

s
2
1
2G
cos( s
2
G)  13G sin(
s
2
G)

^
L=2
G ^
L=2
G ^
L=2
G ;
kjer smo nadomestili 2G" = ^"  ^" in 2G = ^L=2G  ^L=2G .
Izraz krajse zapisemo z matriko T
T = Q0a0I   s2a0K0 +Q0a1K1;
kjer I predstavlja enotsko matriko dimenzije 4  4, medtem ko K0, K1, a0 in a1 pred-
stavljajo
[K0] =
2664
0 G1 G2 G3
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
3775 ; [K1] =
2664
0 0 0 0
0 G1G1 G1G2 G1G3
0 G2G1 G2G2 G2G3
0 G3G1 G3G2 G3G3
3775 ;
a0 =
1
G
sin( s
2
G);
a1 =
s
2
1
2G
cos( s
2
G)  13G sin(
s
2
G):
Koecienta a0 in a1 sta v zacetni konguraciji, ko je upogibna deformacija nicna,
singularna. Temu se v prvem koraku izognemo z zapisom koecientov z limito, ko gre
G proti 0,
lim
G!0
a0 =
s
2
;
lim
G!0
a1 =   s324 :
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Po vstavitvi enacbe (2.107) v enacbi (2.104) in (2.105) opazimo, da je variacija vsake
rotacije ali koordinatne transformacije odvisna od variacije rotacijskega kvaterniona v
levem krajiscu in upogibne deformacije na sredini nosilca. Tako linearizacijo konstitu-
tivnih rezultantnih sil in momentov zapisemo z variacijo deformacij in rotacij
N^Cg = QN^
C
G +QN^
C
G
= QN^CG +Q
 
C^NQ
T ^g + C^NQ
T ^g + C^N^G

=
 
R(QN^
C
G )  L(QN^CG )

R(k^
)k^
+QC^N
 
L(Q
T ^g)  R(QT ^g)

L(k^
)k^
+QC^NQ
T ^g +QC^N^G;
(2.108)
M^Cg = QM^
C
G +QM^
C
G
= QM^CG +Q
 
C^MQ
T ^g + C^MQ
T ^g + C^M^G

=
 
R(QM^
C
G )  L(QM^CG )

R(k^
)k^
+QC^M
 
L(Q
T ^g)  R(QT ^g)

L(k^
)k^
+QC^MQ
T ^g +QC^M^G:
(2.109)
Variacijo notranjih sil in momentov, enacbi (2.59) in (2.60), zapisemo kot:
N^g(s) = N^
0
g ; (2.110)
M^g(s) = M^
0
g  
Z s
0

As
 
r^0g(~s)

N^g(~s)  As
 
N^g(~s)

r^0g(~s)

d~s
= M^0g  
Z s
0

As
 
^L=2g +Q(~s)G^1(~s)

N^0g
  As N^g(~s)(^g + Q(~s)G^1(~s))d~s:
(2.111)
Po teh pripravah vodilni sistem enacb (2.79)-(2.86) zapisemo v linearizirani obliki:
1e^ = N^Cg (L=2)  N^g(L=2); (2.112)
2e^ = M^Cg (L=2)  M^g(L=2); (2.113)
3e^ = r^Lg   r^g(L); (2.114)
4e^ = k^L   k^(L); (2.115)
5e^ = N^0g ; (2.116)
6e^ = M^0g ; (2.117)
7e^ =  N^0g ; (2.118)
8e^ =  M^g(L): (2.119)
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Ce upostevamo nekonservativne sile na vozliscih elementa, postanejo odvisne od ro-
tacijskih kolicin, kar se pozna pri linearizaciji. Linearizirane enacbe robnih pogojev
(2.94) in (2.97) imajo tako obliko:
5e^ = QT0 (0)(L(Z
T (0)F 0g )  R(ZT (0)F 0g ))L(k^0)k^0 + N^0g ;
6e^ = QT0 (0)(L(Z
T (0)P 0g )  R(ZT (0)P 0g ))L(k^0)k^0 + M^0g ;
7e^ = QT0 (L)(L(Z
T (L)FLg )  R(ZT (L)FLg ))L(k^L)k^0   N^g(L);
8e^ = QT0 (L)(L(Z
T (L)PLg )  R(ZT (L)PLg ))L(k^L)k^0   M^g(L):
Tvorimo linearni sistem enacb K [n]y =  f [n] za resevanje z Newton-Raphsonovo ite-
rativno metodo. S pripravljenimi lineariziranimi enacbami (2.112)-(2.119) sestavimo
tangentno togostno matriko K [n] in z vodilnimi enacbami (2.79)-(2.86) stolpec ostan-
kov f [n] za trenutno konguracijo v iteraciji n. Naj bo y stolpec popravkov primarnih
neznank: r^0g , k^
0, r^Lg , k^
L, N^0g , M^
0
g , ^
L=2
g in ^
L=2
G . Glede na to, da smo kongu-
racijski prostor razsirili na stiridimenzijski prostor kvaternionov, je stevilo prostostnih
stopenj elementa 26 (2 rotacijska kvaterniona in 6 cistih kvaternionov) in 19ne + 7 za
konstrukcijo s stevilom elementov ne. Popravke primarnih spremenljivk izracunamo v
vsaki iteraciji z resitvijo linearnega sistem enacb K [n]y =  f [n].
[y] =
h
r^0g ; k^
0; r^Lg ; k^
L; N^0g ; M^
0
g ; ^
L=2
g ; ^
L=2
G
iT
;
[f [n]] =

1e^(L=2);2 e^(L=2);3 e^;4 e^;5 e^;6 e^;7 e^;8 e^
T
:
2.2.11 Kondenzacija sistema enacb
Neznanke problema delimo na notranje in zunanje. Za povezovanje koncnih elementov
v konstrukcijo potrebujemo le zunanje, zato sistem enacb kondenziramo. Notranje sile
in momente N^0g , M^
0
g ter translatorne in upogibne deformacije ^
L=2
g , ^
L=2
G kondenziramo
na nivoju elementa. Tako je povezava elementov v konstrukcijo lazja, togostna matrika
pa manjsa.
Togostno matriko elementa K [n] in stolpec desnih strani f [n] razdelimo na dele, ki
pripadajo zunanjim yz in notranjim yn prostostnim stopnjam. Shema za kondenzacijo
enacb je tako
Ka Kb
Kc Kd
 
yz
yn

=  

fa
fb

: (2.120)
Tako razdeljeno matriko (2.120) lahko zapisemo kot sistem enacb:
Ka yz +Kb yn =  fa;
Kc yz +Kd yn =  fb:
Iz prvih enacb izrazimo velicine, ki jih hocemo kondenzirati yn in jih vstavimo v druge
enacbe. Po preurejanju zapisemo
Kkond yz = fkond; (2.121)
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kjer smo zKkond oznacili kondenzirano matrikoKc KdK 1b Ka, s fkond pa kondenziran
stolpec desnih strani  fb+KdK 1b fa. Kondenzirane kolicine pa naknadno izracunamo
po enacbi
yn =  K 1b (fa +Kayz): (2.122)
Slika 2.6: Shematski prikaz dvo-stopenjskega kondenziranja matrike elementa. V prvi
stopnji kondenziramo notranje sile in momente, v drugi pa deformacijske kolicine.
Dvostopenjska kondenzacija se izkaze za bolj numericno stabilno. Sprva kondenziramo
notranje sile in momente, nato pa se specicne deformacije. Bloke matrike in stolpcev
v prvi stopnji oznacimo z indeksom 1 ter jih izberemo na naslednji nacin:
[yz1] =
h
r^0g ; k^
0; r^Lg ; k^
L; ^L=2g ; ^
L=2
G
i
;
[yn1] =
h
N^0g ; M^
0
g
i
;
[fa1] =

1e^(L=2);2 e^(L=2)

;
[fb1] =

3e^;4 e^;5 e^;6 e^;7 e^;8 e^

:
Kondenzirana stolpec fkond1 in matrika Kkond1 sta zdaj velikosti 20 in 20  20, se-
stavljena z enacbo (2.121). V naslednjem koraku izberemo matricne bloke Ka2, Kb2,
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Kc2 in Kd2 iz kondenzirane matrike Kkond1 ter fa2 in fb2 iz kondenziranega stolpca
desnih strani fkond1, formuliranih v prvi stopnji. Ponovno uporabimo shemo (2.120) in
izberemo naslednja vektorja notranjih iz zunanjih neznank:
[yz2] =
h
r^0g ; k^
0; r^Lg ; k^
L
i
;
[yn2] =
h
^L=2g ; ^
L=2
G
i
:
Tako smo prvotni sistem enacb velikosti 63+24 = 26 zmanjsali na 23+24 = 14,
glej sliko 2.6. Rezultat lineariziranega sistema enacb Kkond2yz2 =  fkond2 so sedaj
pomiki in zasuki, ki so kljucni za sestavljanje vec elementov v konstrukcijo. Najprej
izracunamo deformacijska vektorja z znanimi popravki zunanjih velicinh
^L=2g ; ^
L=2
G
i
=  K 1b2 (fa2 +Ka2yz2); (2.123)
nato izracunamo se ostale kondenzirane velicine, notranje sile in momente po enacbi
(2.122)h
N^0g ; M^
0
g
i
=  K 1b1 (fa1 +Ka1yz1): (2.124)
2.2.12 Upostevanje popravkov
Polozajna vektorja krajisc elementa, notranje sile in momenti ter translatorni deforma-
cijski vektor so izrazeni v globalni bazi. Ker je ta baza neodvisna in se ne spreminja
med obremenjevanjem, lahko popravke teh kolicin v novi iteraciji n + 1 enostavno
pristejemo k vrednostim trenutne iteracije n:
r^p[n+1]g = r^
p
g + r^
p[n]
g ; (2.125)
N^0[n+1]g = N^
0
g + N^
0[n]
g ; (2.126)
M^0[n+1]g = M^
0
g + M^
0[n]
g ; (2.127)
^L=2[n+1]g = ^
L=2
g + ^
L=2[n]
g ; (2.128)
kjer je p 2 (0;L).
Zaradi nekonvencionalne izbire baze translatornega deformacijskega vektorja, bomo
veljavnost enacbe (2.128) preverili za poljubno rotacijo v iteraciji n. Da to prikazemo,
sprva preuredimo enacbi (2.45) in (2.39) ter ju vstavimo v odvod enacbe (2.125)
r^0g + r^
0[n]
g = q^  ^G  q^ + 2q^  q^  r^0g + q^[n]  ^[n]G  q^[n] + q^[n]  G^1  q^[n]
= q^  ^G  q^ + 2q^  q^  (q^  ^G  q^ + q^  G^1  q^)
+ q^[n]  ^[n]G  q^[n] + q^[n]  G^1  q^[n]:
(2.129)
Spomnimo se postopka variacije rotacijskih kolicin prikazanega z enacbo (2.32). Izraz
q^  ^G  q^+ 2q^  q^  q^  ^G  q^ lahko nadomestimo z ^g. Vektorje izrazene v isti bazi
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lahko sestevamo, zato je vsota transformirane normale precnega prereza q^[n]G^1q^[n] in
njene variacije oz. popravka enaka posodobljeni razlicici istega vektorja. To zapisemo
q^[n]  G^1  q^[n] + (q^[n]  G^1  q^[n]) = q^[n+1]  G^1  q^[n+1]: (2.130)
Z vstavitvijo enacbe (2.130) v enacbo (2.129) dobimo
r^0[n+1]g = q^
[n+1]  ^[n+1]G  q^[n+1] + q^[n+1]  G^1  q^[n+1]
= ^g + q^
[n]  ^[n]G  q^[n] + q^[n+1]  G^1  q^[n+1]
(2.131)
in z upostevanjem transformacije baze, lahko zapisemo koncni rezultat
^[n+1]g = ^g + ^
[n]
g : (2.132)
S tem zakljucimo dokaz, da so translatorni deformacijski vektorji aditivni le v globalni,
ksni bazi.
Pri tem pa poudarimo, da rotacijski kvaternioni in vektorji upogibne deformacije niso
aditivni. Popravki rotacij v vozliscih elementa k^p, kjer p 2 (0;L), so kvaternioni
v tangentnem prostoru, ki nimajo enotske dolzine. Kot take jih ne moremo dodati
k trenutnim rotacijam, saj ne predstavljajo rotacijskih kvaternionov. Normalizirane
popravke rotacijskih kvaternionov zapisemo v polarni obliki, kot v enacbi (2.23),
k^p = cosjk^p  k^pj+ [k^
p  k^p]R3
jk^p  k^pj sinjk^
p  k^pj (2.133)
ter jih mnozimo z leve, da tvorimo posodobljen kvaternion trenutnega vozliscnega za-
suka
k^p[n+1] = k^p  k^p[n]: (2.134)
Z uporabo enacbe (2.134) izrazimo del ukrivljenosti, ki izhaja iz relativne rotacije v
globalni bazi:
^[n+1]g (k^
p[n+1]) = 2

k^  k^[n]
0
 k^[n] k^
= 2k^0 k^ + 2k^  k^0[n]  k^[n] k^
= ^g + k^  ^[n]g k^:
(2.135)
Zgornji izraz za popravek vektorja upogibne deformacije transformiramo iz globalne
baze g v posodobljeno pomicno bazo G[n+1]
^
[n+1]
G[n+1]
= q^[n+1] ^g  q^[n+1] + q^[n+1] k^  ^[n]g k^  q^[n+1]
= q^[n+1] ^g  q^[n+1] + q^[n]  ^[n]g  q^[n]
= ^G[n+1] + ^
[n]
G[n]
:
(2.136)
Rezultat omogoca, da lahko popravku vektorja ukrivljenosti preprosto dodamo vre-
dnost iz trenutne iteracije, ceprav bazi nista enaki. Ta sklep so ze pojasnili Zupan in
sodelavci [37].
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Vsi koraki znotraj iteracijske zanke so predstavljeni s psevdo-kodo algoritma 1. Zaradi
krajsega zapisa oznacimo prostostne stopnje trenutnega elementa z elDOF in ksirane
prostostne stopnje s fixDOF . Dvostopenjska kondenzacija togostne matrike in vek-
torja desne strani je oznacena s podpisanima indeksoma 1 in 2. Matrike Ka, Kb, Kc in
Kd ter vektorji fa in fb so deli togostne matrike Kel in vektorja desne strani fel enega
elementa, kot je prikazano na shemi (2.120) in sliki 2.6.
Algoritem 1 Postopek znotraj iteracije n
1: while norm(f [n]) > toleranca do
2: for element = 1 to ne do
3: izvesti felement; . En. (2.79){(2.86)
4: izvesti Kelement; . En. (2.112){(2.119)
5: Kkond1 = Kc1  Kd1(K 1b1 Ka1);
6: fkond1 = fc1  Kd1(K 1b1 fa1);
7: Kkond2 = Kc2  Kd2(K 1b2 Ka2);
8: fkond2 = fc2  Kd2(K 1b2 fa2);
9: Kkonst(elDOF;elDOF )+ = Kkond2;
10: fkonst(elDOF )+ = fkond2;
11: end for
12: izbris(Kkonst(fixDOF;fixDOF ));
13: izbris(fkonst(fixDOF ));
14: yz2 =  K 1konstfkonst;
15: yn2 = K
 1
b2 (fa2  Ka2yz2); . En. (2.123)
16: yn1 = K
 1
b1 (fa1  Ka1yz1); . En. (2.124)
17: upostevanje popravkov; . En. (2.125){(2.128), (2.136)
18: end while
2.2.13 Nelinearna vzmetna podlaga med sloji
V tem poglavju osnovnim enacbam prostorskega nosilca dodamo zveze med sosednjimi
elementi za namen modeliranja slojevitih nosilcev. Posamezne sloje kompozitnega
nosilca modeliramo s samostojnimi nosilci. Ti so med sabo spojeni preko nelinearnih
vzmeti, katerim predpisemo poljuben zakon togosti. Na ta nacin lahko modeliramo
kontakt, trenje ali kohezivne sile med sloji.
Naj bosta dva elementa sosednjih slojev povezana preko vzmetne podlage v zunanjih
vozliscih, kot je prikazano na sliki 2.7. Oznacimo ju z element I in element II , kjer
I pomeni primarni in II sekundarni element. Predpostavimo, da so vzmeti med seboj
neodvisne ter da ima vsaka svojo karakteristiko. Zaradi upostevanja velikih pomikov
in zasukov, deniramo relativno razliko pomikov in reakcijsko silo povezave v lokalni
bazi primarnega elementa
r^G = r^
I
G   r^IIG ; (2.137)
F^G(r^G) =
Z r^G
0
H^G(r^G)dr^G; (2.138)
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kjer z H^G oznacimo vektor togosti vzmeti v treh glavnih smereh dolocenih z lokalno
bazo GI . Naj bodo K1, K2, K3 in k1, k2, k3 koecienti togosti, tako je za primer
kvadraticnih vzmeti vektor H^G:
H^G(r^G) =
2664
0
K1rG1 + k1
K2rG2 + k2
K3rG3 + k3
3775 :
Resitev enacbe 2.138 je tako
F^G(r^G) =
2664
0
K1r
2
G1 + k1rG1
K2r
2
G2 + k2rG2
K3r
2
G3 + k3rG3
3775 :
 
Slika 2.7: Shematski prikaz elementov povezanih v vozliscih z vzmetmi dolocenih
karakteristik.
Preden enacbe vzmeti dodamo konstrukciji elementov, jih moramo transformirati v
globalno bazo za vstavitev v stolpec desne strani konstrukcije fkond2
F^g(r^g) = ZQ0F^G(Q
T
0Z
Tr^g) (2.139)
in nato se linearizirati za upostevanje v togostni matriki konstrukcije Kkond2
F^g(r^g) =

R(ZQ0F^G(r^G))  L(ZQ0F^G(r^G))

R(k^
L)k^L
+ ZQ0F^G(r^G):
(2.140)
Naj opozorimo, da je zaradi dimenzijske skladnosti nujno preoblikovati vektor H^G v
matriko. Pri tem uporabimo operator ( )diag, ki komponente vektorja razporedi po
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diagonali kvadratne matrike iste velikosti. Variacija enacbe 2.138 je tako:
F^G(r^G) =
 
H^G(r^G)

diag
r^G =
 
H^G(r^G)

diag

(QT0Z
T )r^g +Q
T
0Z
T r^g

=
 
H^G(r^G)

diag
QT0
 
L(Z
Tr^g)  R(ZTr^g)

L(k^
L)k^L
+
 
H^G(r^G)

diag
QT0Z
T (r^Ig   r^IIg ):
(2.141)
Enacbo (2.141) uporabimo v enacbi (2.140). Zaradi preglednosti opustimo pisanje
odvisnosti od relativne razlike pomikov in zapisemo
F^g =

ZQ0
 
H^G

diag
QT0
 
L(Z
Tr^g)  R(ZTr^g)

L(k^
L)
+
 
R(ZQ0F^G)  L(ZQ0F^G)

R(k^
L)

k^L
+ ZQ0
 
H^G

diag
QT0Z
T (r^Ig   r^IIg )
= Kvzk^
L +HgG(r^
I
g   r^IIg );
(2.142)
kjer smo z Kvz in HgG oznacili matriki, ki jih pristejemo na mesta zasukov oziroma
pomikov. Linearizirana enacba reakcijske sile vzmeti je odvisna od pomika in zasuka
v desnem vozliscu primarnega elementa ter od pomika v desnem vozliscu sekundar-
nega elementa. Te relacije lahko enostavno dodamo konstrukciji, tako da doprinose
sestejemo na mestih primarnega elementa in odstejemo na mestih sekundarnega ele-
menta. Algoritem 2 prikazuje postopek upostevanja diskretnih vzmeti med povezanimi
elementi, kjer locimo prostostne stopnje primarnega elementa elIDOF in sekundarnega
elementa elIIDOF .
Algoritem 2 Postopek upostevanja vzmeti znotraj iteracije n
1: while norm(f [n]) > toleranca do
2: for element = 1 to ne do
3: izvesti felement; . En. (2.79){(2.86)
4: izvesti Kelement; . En. (2.112){(2.119)
5: izvesti Kkonst; . En. (2.121){(2.124)
6: izvesti fkonst; . En. (2.121){(2.124)
7: end for
8: Kkonst(elIDOF;elIDOF )+ = [HgG Kvz]; . En. (2.142)
9: fkonst(elIDOF )+ = F^g; . En. (2.139)
10: Kkonst(elIIDOF;elIIDOF )  = [HgG Kvz]; . En. (2.142)
11: fkonst(elIIDOF )  = F^g; . En. (2.139)
12: izbris(Kkonst(fixDOF;fixDOF ));
13: izbris(fkonst(fixDOF ));
14: yz2 =  K 1konstfkonst;
15: yn2 = K
 1
b2 (fa2  Ka2yz2); . En. (2.123)
16: yn1 = K
 1
b1 (fa1  Ka1yz1); . En. (2.124)
17: upostevanje popravkov; . En. (2.125){(2.128), (2.136)
18: end while
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2.2.14 Formulacija z deformacijskim vektorjem v materialni
bazi
Ucinkovitost predstavljenega koncnega elementa bomo preverili s stevilnimi nu-
mericnimi primeri. Poleg elementa, ki uporablja translatorni deformacijski vektor v
ksni bazi g, za namen primerjave formuliramo tudi koncni element, ki uporablja
translatorni deformacijski vektor v materialni bazi G. Slednji so pogosto uporabljeni v
ostalih formulacijah, osnovanih na interpolaciji deformacij, glej reference [38,39,53,135].
Postopek izpeljave enacb je enak kot v prejsnjem poglavju, le da tukaj izberemo tran-
slatorni deformacijski vektor v materialni bazi G kot eno od primarnih spremenljivk.
Ponovno zapisemo kinematicno enacbo (2.45), izrazeno v materialni bazi G:
^G = q^
  r^0g  q^   G^1:
Predpostavimo konstantno vrednost vektorja po dolzini nosilca in ga oznacimo z ^
L=2
G .
Zdaj lahko zapisemo nov sistem vodilnih enacb (2.53)-(2.58):
N^ 0g(s) + n^g(s) = 0^; (2.143)
M^ 0g(s) + r^
0
g(s) N^g(s) + m^g(s) = 0^; (2.144)
q^  (^G + G^1)  q^   r^0g = 0^; (2.145)
^G   2q^0  k^  k^0  q^0 = 0^; (2.146)
N^Cg   N^g = 0^; (2.147)
M^Cg   M^g = 0^: (2.148)
S spremembo izbire baze translatornega deformacijskega vektorja se spremenijo tudi
zveze, ki so izpeljane iz modicirane kinematicne enacbe. To sta zvezi za polozajni
vektor in vektor porazdelitve momenta:
r^g(s) = r^g(0) +
Z s
0
Q(~s)
 
^
L=2
G + G^1(~s)

d~s; (2.149)
M^g(s) = M^g(0) +
Z s
0

As
 
N^g(~s)

Q(~s)
 
^
L=2
G + G^1(~s)
  m^g(~s)d~s: (2.150)
Poglejmo si njune variacijske oblike, ki bodo nadomestile enacbi (2.106) in (2.111) v
lineariziranem sistemu enacb
r^g(s) = r^
0
g +
Z s
0
Q(~s)(^
L=2
G + G^1(~s))d~s+
Z s
0
Q(~s)d~s ^
L=2
G ; (2.151)
M^g(s) = M^
0
g  
Z s
0

As
 
Q(~s)(^
L=2
G + G^1(~s))

N^0g
  As N^g(~s)(Q(~s)(^L=2G + G^1(~s)) +Q(~s)^L=2G )d~s: (2.152)
44
Teoreticne osnove
Racunski model opisan v poglavju 2.2 Formulacija prostorskega nosilca, je splosen za
obravnavo prostorskih nosilcev, v praksi pa je mozno resiti veliko primerov z modelom
ravninskega nosilca. Pri redukciji enacb iz prostora v ravnino se model racunsko precej
poenostavi, v glavnem zaradi opisa rotacij, ki so v ravnini aditivne. Resevali bomo pro-
bleme kompozitnih nosilcev v ravnini in predpostavili, da so sloji med seboj vzpo- redni,
kar pomeni, da se pri delaminaciji vedno deformirajo v ravnini. V nadaljevanju med
drugim prikazemo numericni primer: Odlepljanje dvojnega konzolnega nosilca 4.13, ki
prikazuje podobnosti med rezultati ravninskih in prostorskih koncnih elementov ter
razliko v stevilu uporabljenih prostostnih stopenj, kar upravicuje uporabo ravninskih
elementov za resevanje primerov delaminacije.
2.3 Ravninski nosilec
2.3.1 Transformacija iz prostora v ravnino
Izpeljane enacbe prostorskega nosilca poenostavimo za primere, ko se nosilec deformira
v ravnini. V referencni legi naj os nosilca lezi vzdolz x osi, deformira pa se v ravnini
xy. Krajevni vektor ima tako le dve komponenti
[r(s)]g =
24x(s) + u(s)y(s) + w(s)
0
35 ; (2.153)
rotacijski kvaternion tako vedno rotira okoli z osi, tj. [n] = [0;0;1]T
[k^(s)] =
2664
cos('(s)=2)
0
0
sin('(s)=2)
3775 : (2.154)
Ko vstavimo komponente kvaterniona v rotacijsko matriko (2.21), lahko zapisemo
[R] =
24cos('=2)2   sin('=2)2  2 cos('=2) sin('=2) 02 cos('=2) sin('=2) cos('=2)2   sin('=2)2 0
0 0 cos('=2)2 + sin('=2)2
35 ;
kar se z uporabo trigonometrijskih izrazov dvojnih kotov poenostavi v rotacijsko ma-
triko za ravninske rotacije:
[R] =
24cos(')   sin(') 0sin(') cos(') 0
0 0 1
35 : (2.155)
Kinematicna enacba (2.45) ima v ravnini obliko:
[]G =
24 cos(') sin(') 0  sin(') cos(') 0
0 0 1
3524x0 + u0w0
0
35 
2410
0
35
=
24cos(')(x0 + u0) + sin(')w0   1  sin(')(x0 + u0) + cos(')w0
0
35 =
24"
0
35 ;
(2.156)
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kjer smo z " oznacili osno deformacijo, z  pa strizno. Upogibno deformacijo v ravnini
oznacimo z  in jo izrazimo iz enacbe (2.46)
[^] = 2
2664
cos('=2) 0 0 sin('=2)
0 cos('=2) sin('=2) 0
0   sin('=2) cos('=2) 0
  sin('=2) 0 0 cos('=2)
3775
2664
 1=2 sin('=2)'0
0
0
1=2 cos('=2)'0
3775 =
2664
0
0
0
'0
3775 :
(2.157)
Slika 2.8: Innitezimalni element deformiranega nosilca
Na sliki 2.8 je prikazan innitezimalni del nosilca dolzine ds, obremenjen z zunanjimi
tockovnimi in porazdeljenimi silami. V ravnini velja
[N ]G =
24NQ
0
35 ; [N ]g =
24RxRy
0
35 ; [M ]G = [M ]g =
24 00
M
35 ; (2.158)
[n]g =
24pxpy
0
35 ; [m]g =
24 00
m
35 ; [F ]g =
24FxFy
0
35 ; [P ]g =
24 00
Mz
35 : (2.159)
Tangentni kot na krivuljo nosilca je oznacen z '0. Iz geometrijskih zvez sledi cos('0) =
x0(s) in sin('0) = y0(s), kjer so z 0 oznaceni odvodi po naravnem parametru s. Kot '0
je tudi kot med normalo krivulje nosilca in y-osjo.
Staticno ravnotezje deformiranega nosilca zapisemo v globalnem koordinatnem sistemu
s pomocjo limite:
 Rx(s) + Rx(s+ ds) + px(s)ds = 0
lim
ds!0
Rx(s+ ds) Rx(s)
ds
+ px(s) = 0
R0x(s) + px(s) = 0;
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 Ry(s) + Ry(s+ ds) + py(s)ds = 0
lim
ds!0
Ry(s+ ds) Ry(s)
ds
+ py(s) = 0
R0y(s) + py(s) = 0;
M(s+ ds) M(s) +m(s)ds+Q (1 + e)ds cos N(1 + e)ds sin = 0
lim
ds!0
M(s+ ds) M(s)
ds
+m(s) + (1 + e)(Q cos N sin) = 0
M 0(s) +m(s) + (1 + e)(Q cos N sin) = 0:
Z upostevanjem transformacije notranjih sil
Rx(s) = N(s) cos'(s) Q(s) sin'(s); (2.160)
Ry(s) = N(s) sin'(s) +Q(s) cos'(s); (2.161)
lahko ravnotezne enacbe zapisemo
(N(s) cos'(s) Q(s) sin'(s))0 + px = 0; (2.162)
(N(s) sin'(s) +Q(s) cos'(s))0 + py = 0; (2.163)
M 0(s) +m(s) + (1 + e)(Q cos N sin) = 0: (2.164)
Predpostavimo linearno elasticno gradivo nosilca. Notranje, konstitutivne sile so po-
vezane z deformacijskimi kolicinami "(s), (s) in (s)
NC = E
Z
A
("+ y)dA; (2.165)
QC = GAs; (2.166)
MC = E
Z
A
y("+ y)dA; (2.167)
kar lahko v matricnem zapisu izrazimo z zvezo S = CNM, kjer sta deformacijski vektor
[] = [";; ]T in vektor konstitutivnih sil in momenta [S] =

NC ; QC ;MC
T
povezana
s konstitutivno matriko [CNM ] za linearno elasticno gradivo:
[CNM ] =
24 EA 0  ESy0 GAs 0
 ESy 0 EJz
35 : (2.168)
Oznake za elasticni, strizni modul, ploscino prereza, staticni in vztrajnostni moment
prereza so ostale enake kot v primeru prostorskega nosilca.
2.3.2 Princip virtualnega dela
Za dolocitev enacb zgoraj omenjenih specicnih deformacij uporabimo princip virtual-
nega dela v obliki:Z s2
s1
(N"+Q +M)ds =
Z s2
s1
(pxu+ pyw +m')ds
+ [(N cos(') Q sin('))u+ (N sin(') +Q cos('))w +M']s2s1 :
(2.169)
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Primerne izraze za virtualne specicne deformacije bomo dobili, ko v enacbo 2.169
vstavimo ravnotezne enacbe 2.162, 2.163 in 2.164 znotraj intervala (s1; s2), tako kot
narekuje princip virtualnega dela. Sledi:Z s2
s1
(N"+Q +M)ds =
 
Z s2
s1
((N cos' Q sin')0u+ (N sin'+Q cos')0w
+ (M 0 + (1 + e)(Q cos N sin))')ds
+ [(N cos' Q sin')u+ (N sin'+Q cos')w +M']s2s1 :
(2.170)
V izpeljavi upostevamo N , Q in M kot funkcije odvedljive po s. Tako lahko clene v
enacbi 2.170 integriramo po clenih. Znebimo se odvodov N 0, Q0 in M 0 ter robnih clenov
v oglatem oklepaju. Primer uporabe integracije po clenih:Z s2
s1
(N cos' Q sin')0u ds =
=[(N cos' Q sin')u]s2s1  
Z s2
s1
(N cos' Q sin')u0ds:
Dobimo obliko, iz katere lahko izlocimo clene, ki vsebujejo N , Q, in M .Z s2
s1
(N"+Q +M) ds =
=
Z s2
s1
(N cos' Q sin')u0 + (N sin'+Q cos')w0+
+M'0   (1 + e)(Q cos N sin)') ds:
Sledi:
" = u0 cos'+ w0 sin'+ '(1 + e) sin; (2.171)
 = w0 cos'  u0 sin'  '(1 + e) cos; (2.172)
 = '0: (2.173)
Zapisali smo nelinearni sistem specicnih deformacij v odvisnosti od premikov u, w in
zasuka '. Te specicne deformacije se navezujejo na predpostavljene sile in momente
po prerezu nosilca. Potreben je se korak pretvorbe virtualnih specicnih deformacij
v dejanske. Upogibne specicne deformacije izpeljemo z integracijo enacbe 2.173. In-
tegracijsko konstanto dobimo na podlagi dejstva, da je pri nedeformiranem nosilcu
zacetni kot '0, kot je prikazano na sliki 2.9.
 = '0   '00 (2.174)
Za dolocitev " in  pa moramo enacbi 2.171 in 2.172 nekoliko preoblikovati. Izraza
odvajamo, zapisemo kot virtualne velicine.
u0 = e cos('+ )  (1 + e)('+ ) sin('+ ); (2.175)
w0 = e sin('+ ) + (1 + e)('+ ) cos('+ ) (2.176)
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Zgornja izraza vstavimo v enacbi 2.171 in 2.172, poenostavimo in dobimo
" = e cos  (1 + e) sin; (2.177)
 = e sin  (1 + e) cos: (2.178)
Sedaj lahko taksno obliko izraza integriramo in dobimo dejanske specicne deformacije.
Integracijske konstante dobimo z upostevanjem vrednosti na nedeformiranem nosilcu
"(e = 0;  = 0) = 0 in (e = 0;  = 0) = 0.
" = (1 + e) cos  1; (2.179)
 = (1 + e) sin: (2.180)
Sedaj, ko poznamo izraze za specicne deformacije, lahko zapisemo momentno enacbo
nekoliko enostavneje
M 0 + (1 + ")Q  N +m = 0: (2.181)
Ponovno uporabimo izraza 2.179 in 2.180 za zapis geometrijskih zvez.
x0 + u0 = (1 + ") cos'   sin'; (2.182)
y0 + w0 = (1 + ") sin'+  cos': (2.183)
Z inverzijo izrazimo " in 
" = (x0 + u0) cos'+ (y0 + w0) sin'  1; (2.184)
 = (y0 + w0) cos'  (x0 + u0) sin': (2.185)
Izpeljali smo osne in strizne deformacije iz principa virtualnega dela. Rezultat se ujema
z enacbo posplositve prostorskih zvez v ravninske (2.156).
2.3.3 Zacetno raven nosilec
Zamislimo si konzolno vpet, zacetno raven nosilec, x = s, y = 0 in '0 = 0 dolzine
L, upogibne togosti EJ , strizne togosti GAs in osne togosti EA. Nosilec je narejen iz
linearno elasticnega gradiva. Kinematicne enacbe, ki povezujejo pomike in deformacije,
imajo obliko:
1 + u0 = (1 + ") cos'   sin';
w0 = (1 + ") sin'+  cos';
'0 = :
Ravnotezne enacbe povezujejo notranje in zunanje sile in momente:
R0x + px = 0;
R0y + py = 0;
M 0 + (1 + ")Q  N +m = 0;
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kjer velja:
Rx = N cos' Q sin';
Ry = N sin'+Q cos':
Konstitutivne enacbe, ki povezujejo napetostne rezultante in deformacije so:
N = EA";
Q = GAs;
M = EI :
S pomocjo zapisanih enacb lahko uredimo momentno enacbo 2.181 kot
EI0(s) +

1 +
N(s)
EA

Q(s)  Q(s)
GAs
N(s) +m(s) = 0: (2.186)
Iz enacb 2.160 in 2.161 izrazimo osno in precno silo v odvisnosti od komponent zunanje
sile. Izraza vstavimo v zgornjo enacbo, kjer upostevamo se enacbo 2.174. Dobljen izraz
je vodilna diferencialna enacba problema v odvisnosti od naklonskega kota prereza '(s),
EI'00 +

1
EA
  1
GAs

( Rx cos'+Ry sin')(Rx sin'+Ry cos')
+ (Rx sin'+Ry cos') +m = 0:
(2.187)
Enacbo 2.187 lahko resujemo numericno s pomocjo integracijske metode. Eden od
nacinov je uporaba metode Runge-Kutta-Fehlberg ob dveh pripadajocih robnih pogojih
'(s = 0) = 0 in M(s = L) = 0 ! '0(s = L) = 0:
Ko izracunamo resitev za '(s), dolocimo potek osne in strizne sile s pomocjo enacb
2.160 in 2.161. S pomocjo izrazov 2.3.3 in 2.3.3 dolocimo osne in strizne specicne
deformacije "(s) in (s). Nato dolocimo premicno stanje nosilca preko izrazov 2.182
in 2.183 ob robnih pogojih x(0) + u(0) = 0 in y(0) + w(0) = 0. Relativno spremembo
dolzine osi nosilca dolocimo po naslednji enacbi, izpeljani na osnovi kvadriranih enacb
(2.179) in (2.180)
e(s) =
p
(1 + ")2 + 2   1: (2.188)
Dolzino deformirane osi nosilca s+ izpeljemo z integracijo zgornje enacbe
(1 + e)ds =
p
(1 + ")2 + 2ds;
s+ =
Z s
0
p
(1 + ")2 + 2d~s; s+(0) = 0:
Dolocimo se kot  in naklonski kot deformirane osi nosilca:
(s) = arccos

1 + "
1 + e

= arcsin


1 + e

;
(s) = arctan

y0(s) + w(s)0
x0(s) + u0(s)

= '(s) + (s):
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2.3.4 Metoda koncnih elementov
V nadaljevanju uporabimo metodo koncnih elementov za resevanje nelinearnih enacb
ravninskega nosilca. Neznane funkcije pomikov u(s), w(s) in zasuka precnih prerezov
'(s) so interpolirane z linearno kombinacijo diskretnih vrednosti Ui, Wi, i in oblikov-
nih funkcij Pi(s), i 2 f1; : : : ;ng. Odvodi po locni spremenljivki s in variacije so:
u(s) 
nX
i=1
Pi(s) Ui; u
0(s) 
nX
i=1
P 0i (s) Ui; u(s) 
nX
i=1
Pi(s) Ui; (2.189)
w(s) 
nX
i=1
Pi(s) Wi; w
0(s) 
nX
i=1
P 0i (s) Wi; w(s) 
nX
i=1
Pi(s) Wi; (2.190)
'(s)  '0 +
nX
i=1
Pi(s) i; '
0(s) 
nX
i=1
P 0i (s) i; '(s) 
nX
i=1
Pi(s) i: (2.191)
Vozliscne tocke xi so ekvidistancno porazdeljene po dolzini elementa. Oblikovne
funkcije skozi te tocke zapisemo s standardnimi Lagrangevimi polinomi. Integrale
resujemo numericno z Newton-Cotes metodo, kjer so integracijske tocke solezne z
vozlisci koncnega elementa. Vpliv izbire metode numericnega integriranja je podrobno
opisan v delu avtorjev Alfano in Criseld [58]. Zunanje vozliscne obremenitve oznacimo
z Sj, j 2 (1; 6), kot je prikazano na sliki 2.9. Pri tem velja
Sxi =
8><>:
S1 = Fx(0); ce i = 1
S4 = Fx(L); ce i = n
0; sicer
Syi =
8><>:
S2 = Fy(0); ce i = 1
S5 = Fy(L); ce i = n
0; sicer
S'i =
8><>:
S3 = Mz(0); ce i = 1
S6 = Mz(L); ce i = n
0; sicer
V naslednjem koraku zapisemo variacije izrazov za specicne deformacije 2.184, 2.185
in 2.174 ter jih tako pripravimo za uporabo v principu virtualnega dela
" = cos' u0 + sin' w0 + [ (cos'0 + u0) sin'+ (sin'0 + w0) cos'] '; (2.192)
 =   sin' u0 + cos' w0   [(sin'0 + w0) sin'+ (cos'0 + u0) cos'] '; (2.193)
 = '0: (2.194)
Po uporabi interpoliranih neznanih funkcij v variaciji specicnih izrazov (2.192)-
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Slika 2.9: Deformirano stanje koncnega elementa nosilca, obremenjenega s
porazdeljenimi in tockovnimi silami.
(2.194), jih vstavimo v princip virtualnega dela 2.169 in zapisemo:Z le
0

N cos'
nX
i=1
P 0iUi +N sin'
nX
i=1
P 0iWi
+N [ (cos'0 + u0) sin'+ (sin'0 + w0) cos']
nX
i=1
Pii

ds
+
Z le
0

 Q sin'
nX
i=1
P 0iUi +Q cos'
nX
i=1
P 0iWi
 Q [(sin'0 + w0) sin'+ (cos'0 + u0) cos']
nX
i=1
Pii

ds+
Z le
0
M
nX
i=1
P 0iids
=
Z le
0
px
nX
i=1
PiUids+
Z le
0
py
nX
i=1
PiWids+
Z le
0
mz
nX
i=1
Piids
+ S1U1 + S2W1 + S31 + S4Un + S5Wn + S6n:
Izraze uredimo po variacijah Ui, Wi, i in izpostavimo vsote:
nX
i=1
Z le
0
[(N cos' Q sin')P 0i   pxPi] dsUi

+
nX
i=1
Z le
0
[(N sin'+Q cos')P 0i   pyPi] dsWi

+
nX
i=1
Z le
0
(N [ (cos'0 + u0) sin'+ (sin'0 + w0) cos']
 Q[(sin'0 + w0) sin'+ (cos'0 + u0) cos'] mz)Pids

i
+
nX
i=1
Z le
0
MP 0idsi
=S1U1 + S2W1 + S31 + S4Un + S5Wn + S6n:
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Po urejanju zapisemo:
nX
i=1
Z le
0
[RxP
0
i   pxPi] dsUi

+
nX
i=1
Z le
0
[RyP
0
i   pyPi] dsWi

+
nX
i=1
Z le
0
[McP
0
i + ((sin'0 + w
0)Rx   (cos'0 + u0)Ry  mz)Pig ds

i
=S1U1 + S2W1 + S31 + S4Un + S5Wn + S6n:
Ker so vozliscne variacije poljubne, jih lahko krajsamo in zapisemo ravnotezne izraze
v x-smeri, y-smeri in okoli z-osi. Vsak sklop ima n enacb, ki moramo resiti v vsakem
vozliscu elementa.
ie =
Z le
0
(RxP
0
i   pxPi)ds  Sxi = 0; (2.195)
n+ie =
Z le
0
(RyP
0
i   pyPi)ds  Syi = 0; (2.196)
2n+ie =
Z le
0
(MP 0i + [(sin'0 + w
0)Rx   (cos'0 + u0)Ry  mz]Pi)ds  S'i = 0:
(2.197)
2.3.5 Linearizacija enacb
V nadaljevanju se lotimo linearizacije vodilnih enacb (2.195)-(2.197), potrebovali jih
bomo za sestavo togostne matrike. Variacije enacb imajo obliko
je =
Z le
0
RxP
0
jds; (2.198)
n+je =
Z le
0
RyP
0
jds; (2.199)
2n+je =
Z le
0

McP
0
j + w
0RxPj + (sin'0 + w0)RxPj   u0RyPj
  (cos'0 + u0)RyPj

ds:
(2.200)
Pripravimo si variacije pomoznih kolicin s pomocjo variacij deformacij 2.192-2.194 in
interpolacijskih enacb (2.189)-(2.191):
{ Napetostna rezultanta, sila v x-smeri Rx = N cos' Q sin':
Rx = N cos' N sin''  Q sin' Q cos''
=

@N
@"
"+
@N
@


cos'  @Q
@
 sin'  (N sin'+Q cos')'
= C11 cos'"+ C12 cos'  C33 sin'  Ry':
(2.201)
53
Teoreticne osnove
Vstavimo ",  in 
Rx =
X
i
(C11 cos
2 '+ C33 sin
2 ')P 0iUi
+
X
i
(C11   C33) sin' cos'P 0iWi
+
X
i

(C33   C11) sin' cos'(cos'0 + u0)
+ (C11 cos
2 '+ C33 sin
2 ')(sin'0 + w
0) Ry

Pi + C12 cos'P
0
i

:
(2.202)
{ Napetostna rezultanta, sila v y-smeri Ry = N sin'+Q cos':
Ry = N sin'+N cos''+ Q cos' Q sin''
=

@N
@"
"+
@N
@


sin'  @Q
@
 cos'+ (N cos' Q sin')'
= C11 sin'"+ C12 sin'+ C33 cos' +Rx':
(2.203)
Vstavimo ",  in 
Ry =
X
i
(C11   C33) sin' cos'P 0iUi
+
X
i
(C11 sin
2 '+ C33 cos
2 ')P 0iWi
+
X
i
  (C11 sin2 '+ C33 cos2 ')(cos'0 + u0)
+ (C11   C33) sin' cos'(sin'0 + w0) + Rx

Pi + C12 sin'P
0
i

:
(2.204)
{ Napetostna rezultanta, moment okoli z-osi M = E
R
A
y("+ y) dA:
M =
@M
@"
"+
@M
@

=C21"+ C22
=C21 cos'u
0 + C21 sin'w0 + C22'0
+ C21((sin'0 + w
0) cos'  (cos'0 + u0) sin')':
(2.205)
Vstavimo ",  in 
M =
X
i
C21 cos'P
0
iUi
+
X
i
C21 sin'P
0
iWi
+
X
i

C21 [(sin'0 + w
0) cos'  (cos'0 + u0) sin']Pi + C22P 0i
	
:
(2.206)
Vpeljali smo konstante C11;C12; C21 in C22, ki predstavljajo materialne karakteristike
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in lastnosti prereza.
C11 =
@N
@"
= E
Z
A
@
@"
("+ y) dA = EA; (2.207)
C12 =
@N
@
= E
Z
A
@
@
("+ y) dA = E
Z
A
ydA = ESy; (2.208)
C21 =
@M
@"
= E
Z
A
@
@"
(y"+ y2) dA = E
Z
A
ydA = ESy; (2.209)
C22 =
@M
@
= E
Z
A
@
@
(y"+ y2) dA = E
Z
A
y2dA = EJz: (2.210)
V enacbah Sy predstavlja staticni moment prereza in Jz vztrajnostni moment prereza.
Sy je enak 0, ko glavna os prereza sovpada z glavno osjo nosilca. V izracunih smo Sy
upostevali zaradi nadaljnje nadgradnje na delaminirane nosilce. Zaradi preglednosti
vpeljemo tudi oznake:
b1 = C11 cos
2 '+ C33 sin
2 ';
b2 = C11 sin
2 '+ C33 cos
2 ';
b3 =  (C11   C33) sin' cos';
b4 = C12 sin' = C21 sin';
b5 = C12 cos' = C21 cos';
b6 = C22:
Sistem lineariziranih vodilnih enacb:
je =
XZ le
0
b1P
0
iP
0
j ds

Ui
+
XZ le
0
 b3P 0iP 0j ds

Wi
+
XZ le
0
 
(b3(cos'0 + u
0) + b1(sin'0 + w0) Ry)Pi
+ b5P
0
i

P 0j ds

i;
(2.211)
n+je =
XZ le
0
 b3P 0iP 0j ds

Ui
+
XZ le
0
b2P
0
iP
0
j ds

Wi
+
XZ le
0
 
( b2(cos'0 + u0)  b3(sin'0 + w0) + Rx)Pi
+ b4P
0
i

P 0j ds

i;
(2.212)
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2n+je =
XZ le
0
 
(b3(cos'0 + u
0) + b1(sin'0 + w0) Ry)Pj + b5P 0j

P 0i ds

Ui
+
XZ le
0
 
( b2(cos'0 + u0)  b3(sin'0 + w0) + Rx)Pj + b4P 0j

P 0i ds

Wi
+
XZ le
0
 
(b2(cos'0 + u
0)2 + b1(sin'0 + w0)2 + (cos'0 + u0)(2b3(sin'0 + w0)
 Rx) Ry(sin'0 + w0))PiPj + ( b4(cos'0 + u0) + b5(sin'0 + w0))
(P 0iPj + PiP
0
j) + b6P
0
iP
0
j

ds

i:
(2.213)
2.3.6 Porazdeljena vzmetna podlaga
Elasticno podlago modeliramo z zvezno porazdeljenimi vzmetmi. Model si lahko pred-
stavljamo kot sistem vijacnih vzmeti (brez torzijskih). Reakcijo podlage deniramo v
dveh smereh. Ker se ne omejimo samo na linearne vzmeti, zapisemo togost odvisno
od polja premikov hx(u) in hy(w). Izraze dodamo v vodilne enacbe na nivoju porazde-
ljenih obremenitev. Ker je podlaga denirana samo v smeri glavnih osi, imata enacbi
(2.195) in (2.196) obliko
ie =
Z le
0
 
RxP
0
i   (px   fx(u))Pi

ds  Sxi = 0; (2.214)
n+ie =
Z le
0
 
RyP
0
i   (py   fy(w))Pi

ds  Syi = 0; (2.215)
kjer sta
fx(u) =
Z u
0
hx(u)du; (2.216)
fy(w) =
Z w
0
hy(v)du; (2.217)
funkciji togosti podlage, enako kot smo denirali v poglavju 2.2.13.
Linearizirane enacbe (2.214), (2.215) in (2.197) nosilca na elasticni podlagi imajo na-
slednjo obliko:
je =
nX
i=1
Z le
0

b1P
0
iP
0
j +
 
hx(u)

PiPj

ds Ui
+
nX
i=1
Z le
0

  b3P 0iP 0j

ds Wi
+
nX
i=1
Z le
0
 
(b3(cos'0 + u
0) + b1(sin'0 + w0) Ry)Pi
+ b5P
0
i

P 0j

ds i;
(2.218)
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n+je =
nX
i=1
Z le
0

  b3P 0iP 0j

ds Ui
+
nX
i=1
Z le
0

b2P
0
iP
0
j +
 
hy(w)

PiPj

ds Wi
+
nX
i=1
Z le
0
 
( b2(cos'0 + u0)  b3(sin'0 + w0) + Rx)Pi
+ b4P
0
i

P 0j

ds i;
(2.219)
2n+je =
nX
i=1
Z le
0
 
[b3(cos'0 + u
0) + b1(sin'0 + w0) Ry]Pj + b5P 0j

P 0i

dsUi
+
nX
i=1
Z le
0
 
[ b2(cos'0 + u0)  b3(sin'0 + w0) + Rx]Pj + b4P 0j

P 0i

ds Wi
+
nX
i=1
Z le
0

[b2(cos'0 + u
0)2 + b1(sin'0 + w0)2 + (cos'0 + u0)(2 b3(sin'0 + w0)
 Rx) Ry(sin'0 + w0)]PiPj + ( b4(cos'0 + u0) + b5(sin'0 + w0))
(P 0iPj + PiP
0
j) + b6P
0
iP
0
j

ds i:
(2.220)
Zanima nas tudi odziv slojevitega nosilca, tj. nosilca, ki je sestavljen iz vec slojev. Pri
tem vsak sloj opisemo s samostojnim nosilcem. Ti sloji pa niso vec povezani v smislu
toge povezave, ampak med njimi predpisemo funkcijo interakcije v obliki poljubnega
kohezivnega zakona.
2.4 Slojeviti nosilci
2.4.1 Funkcija povezave med sloji
V prejsnjem poglavju 2.3.6 smo formulirali elasticni sloj med nosilcem in togo podlago,
v nadaljevanju pa predstavimo izpeljavo povezave med dvema nosilcema oz. dvema
elementoma nosilca. Na sliki 2.10 prikazujemo dva sosednja elementa, ki predstavljata
zgornji in spodnji sloj, oznacimo ju z indeksoma I in II. Pari elementov I in II so
vnaprej znani in se ne spreminjajo med obremenjevanjem, medtem ko relativna od-
daljenost elementov narekuje togost vezi, kjer upostevamo tudi debelino posameznega
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sloja hI in hII
rIjIIg = r
0I
g   r0IIg + rIg   rIIg +

sin'I
  cos'I

hI=2 
  sin'II
cos'II

hII=2; (2.221)
rIIjIg =  rIjIIg : (2.222)
Slika 2.10: Nedeformirana in deformirana dvojica povezanih elementov.
Ker v formulaciji nosilca upostevamo velike pomike in rotacije, transformiramo reak-
cijske sile v lokalni koordinatni sistem GP s pomocjo rotacijske matrike R, denirane
z enacbo (2.155). Poljubni vektor, izrazen v globalni bazi transformiramo v lokalno z
izrazom aG = R
Tag in obratno z inverzno zvezo ag = RaG.
Togostno funkcijo povezave deniramo v lokalnem koordinatnem sistemu, podobno kot
v enacbah (2.216) in (2.217), vendar tokrat uporabimo relativno spremembo premikov:
fG(rG) =
R rG
0
hG(rG) drG. Enake reakcijske sile med elementi slojev I in II
zagotovimo z denicijo srednje ravnine 'P = ('I + 'II)=2, prikazane na sliki 2.10 z
rdeco barvo. Zdaj lahko zapisemo relativne razlike pomikov v lokalni bazi v odvisnosti
od primarnih spremenljivk z zvezo rG = R
Trg
uG = ug cos('
P ) + wg sin('
P ); (2.223)
wG =  ug sin('P ) + wg cos('P ): (2.224)
Funkcijo togosti povezave slojev transformiramo v bazo, v kateri so zapisane vodilne
enacbe
fx(ug) = fT (uG) cos('
P )  fN(wG) sin('P ); (2.225)
fy(wg) = fT (uG) sin('
P ) + fN(wG) cos('
P ); (2.226)
kjer smo normalne in tangencialne komponente zapisali s podpisanimi indeksi N in T .
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Enacbi (2.214) in (2.215) imata sedaj obliko:
ie =
Z le
0
 
RxP
0
i   (px   fx(ug))Pi

ds  Sxi = 0; (2.227)
n+ie =
Z le
0
 
RyP
0
i   (py   fy(wg))Pi

ds  Syi = 0: (2.228)
Linearizirano enacbo (2.221) zapisemo v komponentni obliki
ug = u
I   uII + cos'IhI=2'I + cos'IIhII=2 'II ; (2.229)
wg = w
I   wII + sin'IhI=2'I + sin'IIhII=2 'II : (2.230)
Pripravimo si linearizacijo enacb (2.225) in (2.226)
fx(ug) =fT (uG) cos'
P   fN(wG) sin'P
  (fT (uG) sin'P + fN(wG) cos'P )'P
=hT (uG) cos'
P uG   hN(wG) sin'P wG
  (fT (uG) sin'P + fN(wG) cos'P )'P ;
(2.231)
fy(wg) =fT (uG) sin'
P + fN(wG) cos'
P
+ (fT (uG) cos'
P   fN(wG) sin'P )'P
=hT (uG) sin'
P uG + hN(wG) cos'
P wG
+ (hT (uG) cos'
P   hN(wG) sin'P )'P ;
(2.232)
kjer so uG in wG variacije izpeljane iz izrazov (2.223) in (2.224)
uG = ug cos'
P + wg sin'
P + wG '
P ; (2.233)
wG =  ug sin'P + wg cos'P  uG 'P : (2.234)
Celoten sistem lineariziranih enacb (2.227) in (2.228), odvisen od primarnih diskretnih
spremenljivk, zapisemo z uporabo enacb (2.229)-(2.234). Za bolj pregleden zapis izpu-
stimo zapis odvisnostni pri normalni in tangencialni togostni funkciji: hT (uG) = hT ,
hN(wG) = hN .
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je =
XZ le
0

b1P
I0
i P
I0
j +
 
hT cos
2 'P + hN sin
2 'P

P Ii P
I
j

ds UIi
+
XZ le
0

  b3P I0i P I0j +
 
hT sin'
P cos'P   hN sin'P cos'P

P Ii P
I
j

ds W Ii
+
XZ le
0
 
(b3(cos'0 + u
0) + b1(sin'0 + w0) Ry)P Ii + b5P I0i

P I0j +
 1
2
 
hTwG cos'
P + hNuG sin'
P   fy(wg)

+ ((hN cos
2 'P + hT sin
2 'P ) cos'IhI=2 + (hN   hT ) cos'P sin'P ) sin'IhI=2

P Ii P
I
j ds 
I
i
+
XZ le
0

  hT cos2 'P   hN sin2 'P

P Ii P
II
j ds U
II
i
+
XZ le
0

  hT cos'P sin'P + hN sin'P cos'P

P Ii P
II
j ds W
II
i
+
XZ le
0

1
2
 
hTwG cos'
P + hNuG sin'
P   fy(wg)

+ ((hN cos
2 'P + hT sin
2 'P ) cos'IIhII=2
+ (hN   hT ) cos'P sin'P ) sin'IIhII=2

P Ii P
II
j ds 
II
i ;
(2.235)
n+je =
XZ le
0

  b3P I0i P I0j +
 
hT sin'
P cos'P   hN cos'P sin'P

P Ii P
I
j

ds UIi
+
XZ le
0

b2P
I0
i P
I0
j +
 
hT sin
2 'P + hN cos
2 'P

P Ii P
I
j

ds W Ii
+
XZ le
0
 
( b2(cos'0 + u0)  b3(sin'0 + w0) +Rx)P Ii + b4P I0i

P I0j +
 1
2
 
hTwG sin'
P   hNuG cos'P + fx(ug)

+ ((hN sin
2 'P + hT cos
2 'P ) sin'IhI=2 + (hN   hT ) cos'P sin'P cos'IhI=2)

P Ii P
I
j ds 
I
i
+
XZ le
0

  hT sin'P cos'P + hN sin'P cos'P

P Ii P
II
j ds U
II
i
+
XZ le
0

  hT sin2 'P   hN cos2 'P

P Ii P
II
j ds W
II
i
+
XZ le
0

1
2
 
hT(uG)wG sin'
P   hNuG cos'P + fx(ug)

+ ((hN sin
2 'P + hT cos
2 'P ) sin'IIhII=2
+ (hN   hT ) cos'P sin'P cos'IIhII=2)

P Ii P
II
j ds 
II
i :
(2.236)
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Izpeljali smo enacbe za dva povezana nosilca in vez med njima. Sedaj model razsirimo
na vec slojev. Stevilo slojev oznacimo z m, prikazani so na sliki 2.11. Vsak vec-slojni
kompozit ima dva sloja (zgornji in spodnji), ki sta povezana samo z enim sosednjim
slojem ter vse ostale, vmesne sloje, ki so povezani z dvema sosednjima slojema. Vodilne
enacbe in linearizacija le-teh ostane enaka kot v poglavju 2.4, moramo pa biti pazljivi
pri sestavljanju togostne matrike. Tako kot prej poimenujemo zgornji nosilec primarni
I in tistega pod njim sekundarni II.
Ker so reakcijske sile in njihovi doprinosi v enacbah linearno aditivni jih lahko posto-
poma sestevamo. Zacnemo na vrhu kompozita z zgornjim nosilcem (1). Ta je povezan
le z enim sosednjim (2), sekundarnim nosilcem. V naslednjem koraku izberemo ta
nosilec za primarnega in tistega pod njim za sekundarnega. Tako nadaljujemo do
predzadnjega sloja (m  1), kjer bo spodnji sloj (m) obravnavan kot sekundarni nosi-
lec. Na tak nacin vsakemu vmesnemu sloju (i) pristejemo doprinose spodnjega (i+ 1)
in zgornjega sloja (i  1), vrhnji (1) in spodnji sloj (m) kompozita pa cutita reakcijske
sile le enega sosednjega sloja.
ieI =
Z le
0
 
RxP
0I
i  
 
px   fAx (uAg )

P Ii

ds  Sxi = 0; (2.237)
n+ieI =
Z le
0
 
RyP
0I
i  
 
py   fAy (wAg )

P Ii

ds  Syi = 0: (2.238)
ieII =
Z le
0
 
RxP
0II
i  
 
px   ( fAx (uAg ) + fBx (uBg ))

P IIi

ds  Sxi = 0; (2.239)
n+ieII =
Z le
0
 
RyP
0II
i  
 
py   ( fAy (wAg ) + fBy (wBg ))

P IIi

ds  Syi = 0: (2.240)
Slika 2.11: Vec-slojni nosilec in prikaz vmesnega para deformiranih slojev.
2.4.2 Delaminacija in zakon stika
Kontaktne probleme numericno modeliramo z razlicnimi konstitucijskimi zvezami.
Povezavo med sosednjimi konstukcijskimi elementi lahko modeliramo s tockovnimi
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vzmetmi, ki jim pripisemo nelinearne ali odsekoma linearne konstitucijske diagrame.
V literaturi najdemo modele stika z diskretnimi vezmi, kjer so reakcijske sile dodane
na nivoju konstrukcije med povezani vozlisci (Rodman [144], Dadkhah [145]), ali z
zveznimi, kot to naredijo Yankelevsky [146], Majidi [147], Ozbolt [148] in drugi.
V tej nalogi uporabimo zvezen sloj vzmeti poljubne funkcije togosti. Na nivoju ele-
menta dodamo se eno zunanjo porazdeljeno obtezbo, ki je enakovredna zunanji poraz-
deljeni sili ng(s). Togost elasticne podlage je odvisna od relativnih pomikov rg(s),
tako zapisemo funkcijo togosti fg(rg(s)) = fg(s). Preden pa funkcijo togosti trans-
formiramo v globalni koordinatni sistem za uporabo v vodilnih enacbah, jo deniramo
v lokalnem, deformiranem koordinatnem sistemu. Za to pa uporabimo razlicne ko-
hezivne modele, ki jih najdemo v literaturi. V nadaljevanju opisemo vse uporabljene
modele, njihovi diagrami pa so narisani ob resenih problemih v poglavju 4 na sliki 4.37.
2.4.2.1 Bilinearni model
Bilinearni model, sestavljen iz linearnega dela mehcanja in utrujanja je najbolj pogosto
uporabljena kohezijska funkcija v komercialni programski opremi. Izvira iz del Hiller-
borg in sodelavcev [72] ter Alfano in Criseld [58], kot bomo pokazali v nadaljevanju
primera je tak model najbolj enostaven, vendar povzroca numericne tezave, ko vozlisce
prehaja iz obmocja mehcanja v obmocje utrjevanja. Skec in sodelavci [93, 149] se tem
tezavam izognejo z uporabo analiticnih resitev posameznih faz odlepljanja. Te je iz-
peljal Stigh [150] za Euler-Bernoullijeve nosilce in trikotno obliko kohezivnega zakona.
Bilinearno obliko kohezivnega zakona uporabi tudi de Morais [95], kjer so Timoshenkovi
nosilci obremenjeni z momentom. Dimitri in sodelavci [151] pa predstavijo razsiritev
s trapezno obliko zakona. Obicajno funkcijo zapisemo z odsekoma zvezno funkcijo,
denirano po delih
Tn(w) =
8>>><>>>:
kr
ws
w w  ws
kr
ws   wf (w   wf) ws < w  wf
0 wf < w
:
Ceprav nas program nima tezav z nezveznimi funkcijami, vseeno zelimo denirati gla-
dek prehod med deli. Da se izognemo nezveznosti odvoda na prehodu in dela utrjevanja
v del mehcanja, uporabimo hiperbolicno tangentno funkcijo kot skocno funkcijo. Izkaze
pa se, da opis funkcije ne vpliva na odziv strukture. Sledi:
Tn(w) =

0:5  0:5 tanh  w   wf
kob
wkr 0:5  0:5 tanh  w wskob 
ws
+
kr(w   wf)
 
0:5 tanh

w ws
kob

+ 0:5

ws   wf

;
(2.241)
kjer wf predstavlja karakteristicen razmik pri katerem se vez prekine in kob skalirni
faktor gladkosti prehoda med mehcanjem in utrjevanjem. Mera sproscanja normalne
deformacijske energije je tako:
GI =
Z wf
0
Tn(w) dw =
krwf
2
: (2.242)
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2.4.2.2 Eksponentni model
Xu in Needleman [77] izpeljeta togostno funkcijo T preko potencialne energije v
obmocju razpoke v normalni in tangencialni smeri. Ce upostevamo, da togostna
funkcija deluje samo v eno smer, kot v nasem primeru, lahko enacbo poenostavimo in
zapisemo smo v normalni smeri
Tn(w) = kr
w
ws
exp

1  w
ws

: (2.243)
Tukaj, kr predstavlja najvecjo kohezijsko normalno napetost in ws pripradajoc karak-
teristicen razmik. Iz integracije zgornje enacbe (2.243) sledi relacija za mero sproscanja
normalne deformacijske energije:
GI =
Z 1
0
Tn(w) dw = krws exp(1): (2.244)
2.4.2.3 Pol-sinusni model
Funkcija adhezivne togosti ima obicajno utrjevalni del mnogo manjsi kakor mehcalni.
Pol-sinusna oblika pa je simetricna in ima oba dela enaka. Vendar hocemo pokazati,
da oblika funkcijske krivulje kohezivnega zakona nima toliksnega vpliva na odziv kakor
sami parametri modela. Zato v izracunih uporabimo tudi taksno obliko modela.
Tn(w) = kr sin


ws
w

: (2.245)
GI =
Z ws
0
Tn(w) dw = krws

4
: (2.246)
2.4.2.4 Trapezni model
Tudi pogosto uporabljen kohezivni model je trapezne oblike [74]. S tremi karakteri-
sticnimi dolzinami razmika je model zelo prilagodljiv in ga je mozno dobro umeriti, da
se prilega eksperimentalni krivulji.
Tn(w) =
8>>>>><>>>>>:
kr
ws1
w w  ws1
kr ws1 < w  ws2
kr
ws2   wf (w   wf) ws2 < w  wf
0 wf < w
: (2.247)
GI =
Z wf
0
Tn(w) dw =
kr
2
(ws2   ws1   wf): (2.248)
63
Teoreticne osnove
64
3 Laboratorijski eksperimenti
Naslednji laboratorijski eksperimenti so zasnovani tako, da jih je mozno ponazoriti
in modelirati z razvitim racunskim modelom debelih nosilcev. Zato so poleg vsakega
eksperimenta prikazani tudi rezultati numericnega modela ter primerjava meritev in
izracunov. Na ta nacin predstavimo nove preizkuse ter validacijo numericnega modela
za prostorske in ravninske nosilce. Preizkusali bomo razlicne elasticne strukture, kot so
debel konzolni nosilec, delaminiran konzolni nosilec, povezana nosilca in tanka plosca
na mehkem substratu. Model prostorskega nosilca pa preverimo z eksperimentom
posevnega upogiba.
3.1 Debel konzolni nosilec
V laboratoriju smo izdelali nosilec iz dvokomponentnega elastomera Elite Double 32,
Zhermack. Tekoco mesanico smo izlili v model nosilca, nakar se je strjen preizkusanec
polimeriziral v pecici. Ob tem smo z isto mesanico izdelali preizkusance za natezni test.
Material je pokazal priblizno linearno elasticno obnasanje za vec kot 20 % deformacije,
kar je v skladu z nasimi predpostavkami modela in najvecjimi deformacijami, ki jih
srecamo v poskusih. Povprecna vrednost in odstopanje izmerjenih elasticnih modulov
je Em = 1:378 0:047 MPa.
Merilni sistem, prikazan na sliki 3.1, je sestavljen iz aluminijastih prolov, ki tvorijo
vpetje za kamero, nosilec in crno ozadje. Nosilec smo vpeli med dva privijacena, alu-
minijasta bloka ter tako simulirali pogoje konzolnega vpetja. Kompresijo nosilca smo
preprecili z dvema distancnikoma enake debeline kot preizkusanec. Deformirana kon-
guracija preizkusanca je nato fotograrana in nalozena na racunalnik, kjer smo pomerili
povese oznacenih tock in zasuke narisanih precnih prerezov. Serijo crt, ki predstavljajo
pravokotne precne prereze in teziscno os, smo narisali s srebrnim markerjem na nede-
formiran nosilec. Nosilec je razdeljen na trinajst 20 mm dolgih segmentov, presecisca
teziscne osi in precnih prerezov smo pa oznacili s piko.
Opravili smo vrsto upogibnih preizkusov, da dolocimo elasticni modul polimernega
elasticnega nosilca. Z menjavo mesta vpetja smo pomerili upogibne oblike za sest
razlicnih dolzin. Na sliki 3.2a) je prikazana taka oblika za dolzino prostega dela nosilca
L = 260 mm. Za vsakega od sestih testov smo deformirano lego fotograrali in dolocili
vertikalni poves prostega konca nosilca z uporabo racunalniskega programa Image Pro-
cessing Toolbox v Matlabu, [152]. Tako doloceni poves smo nato uporabili kot vhodni
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Slika 3.1: Merilna postaja za fotograranje deformiranega konzolnega nosilca.
podatek v nasem numericnem modelu. Pri tem smo uporabili zvezo G = E=2(1 + ),
kjer smo za Poissonov kolicnik privzeli vrednost 
:
= 0:5, kot navadno navaja literatura
za gumijasta gradiva. V numericnem modelu nosilca je obdrzana enaka delitev kot
na preizkusancu, medtem ko je vsak segment modeliran s trivozliscnim elementom. Z
metodo bisekcije smo dolocili sest primernih elasticnih modulov za vsako dolzino no-
silca. Povprecje rezultatov je E = 1:369  0:05 MPa. Vrednosti elasticnega modula
nateznega in upogibnega testa se razlikujeta le za 0:7%.
Iz fotograje 3.2a) je razvidno zelo dobro ujemanje med eksperimentalno (bela crta)
in numericno (rdeca crta) dobljenimi rezultati. Bolj nazorno je prikazano stevilcno
ujemanje vodoravnih pomikov, navpicnih pomikov in zasukov v vseh tock po dolzini
nosilca v gracni obliki na sliki 3.2b).
Slika 3.2: Eksperiment na debelem konzolnem nosilcu dolzine L = 260 mm,
obremenjenim z lastno tezo. a) fotograja deformirane oblike ter b) primerjava
meritev in numericnih izracunov za vodoravne pomike u, navpicne pomike w in
zasuke '.
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Rezultati povesov vseh sestih izmerjenih dolzin z elasticnim modulom E so predsta-
vljeni v prelednici 3.1 in prikazujejo zelo majhno razliko med meritvami in izracuni. V
povprecju je relativna napaka vodoravnih pomikov 1.943 %, navpicnih pomikov 0.84
% in zasukov 1.90 % (glej preglednico 3.2)
Preglednica 3.1: Eksperimentalni in numericni rezultati izracunani s povprecnim mo-
dulom elasticnosti E za pomike in zasuke prostega krajisca nosilca. Vse vrednosti so
v milimetrih.
meritev izracun meritev izracun meritev izracun
L 160 180 200
u(L) -1.38 -1.439 -3.27 -3.204 -6.59 -6.460
w(L) 19.89 20.211 31.87 31.851 47.39 47.419
'(L) 9.15 9.500 13.24 13.398 17.81 18.089
meritev izracun meritev izracun meritev izracun
L 220 240 260
u(L) -12.27 -11.931 -20.29 -20.341 -32.35 -32.228
w(L) 68.43 67.111 89.72 90.677 117.03 117.413
'(L) 23.36 23.494 28.74 29.448 35.09 35.716
Preglednica 3.2: Relativna napaka eksperimentalno in numericno dobljenih rezultatov.
Relativna napaka (%)
L (mm) u(L) w(L) '(L)
160 4.275 1.614 3.825
180 2.018 0.060 1.193
200 1.973 0.061 1.567
220 2.763 1.928 0.574
240 0.251 1.067 2.463
260 0.377 0.327 1.784
povprecje (mm) 1.943 0.843 1.901
deviacija (mm) 1.380 0.743 1.033
3.2 Delaminiran konzolni nosilec
Z uporabo enakega postopka izdelave kot pri prejsnjem eksperimentu smo izdelali dva
nosilca z delaminiranim obmocjem, ilustriranim na sliki 3.3a). Uporabili smo isti model
in akrilno ploscico debeline 1 mm za izdelavo delaminacije pravokotne oblike. Nosilca
se razlikujeta le v polozaju delaminacije glede na visino.
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Slika 3.3: Delaminiran nosilec. a) geometrija delaminiranega nosilca razdeljenega na
segmente. b) diskretizacija geometrije s 24 koncnimi elementi.
Nosilec smo z navpicnimi crtami razdelili na 24 obmocij: 2 in 4 segmenta za nedela-
miran levi in desni del ter dva krat 9 segmentov za oba sloja (zgornji in spodnji) v
delaminiranem obmocju. Precne prereze in tezisca le-teh smo oznacili na nedeformira-
nem nosilcu s srebrnim markerjem. Enaka delitev je uporabljena v numericnem modelu,
kjer vsak segment predstavlja 5-vozliscni koncni element. Na sliki 3.3b) prikazujemo
diskretizacijo domene s koncnimi elementi. Zunanja vozlisca zaporednih elementov so
oznacena z rdeco, razen v levem in desnem robu delaminacije. V teh tockah (oznacenih
z modro) si trije elementi delijo zunanje vozlisce. Desno vozlisce elementa 2 je prav
tako levo vozlisce elementov 3 in 12 (levi modri krog) in levo vozlisce elementov 11
in 20 je tudi desno zunanje vozlisce elementa 21 (desni modri krog). Elementi 1, 2
in 21{24 imajo staticni moment prereza enak nic, medtem ko imajo elementi 3{11 in
12{20 staticni moment prereza razlicen od nic. Materialni podatki so uporabljeni iz
prejsnjega primera, geometrijski podatki so podani v spodnji tabeli 3.3.
Preglednica 3.3: Geometrijski podatki delaminiranih nosilcev. Vse vrednosti so v mi-
limetrih.
rd = d1=d d1 d2 hd d b Ld L1 L
0.2 3.68 15.74
1.09 20.51 40.61 158.5 25 260
0.8 15.74 3.68
0.6 11.55 7.71
1.19 20.45 40.69 158.5 25 260
0.4 7.71 11.55
Iz tabele meritev dimenzij nosilcev opazimo, da sta nosilca vecja kakor model, v katerem
sta se strjevala. To lahko priprisemo dejstvu, da je model stal pokoncno pri vlivanju in
se tako povecal pod vplivom teze tekoce mesanice in pritiska zgornjega pokrova, ki ga
je le-ta ustvaril pri zapiranju. Kot je razvidno iz tabele, z vsakim nosilcem simuliramo
po dva primera. Razlikujeta se po navpicni orienciji nosilca. Tako lahko izvedemo
preizkuse na delaminiranih nosilcih za stiri razlicne delaminacije.
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Sliki 3.5a) in 3.6a) ter sliki 3.7a) in 3.8a) prikazujeta isti nosilec pri razlicnih orientaci-
jah. V numericnem modelu dosezeno enak efekt s spremembo predznaka gravitacijske
sile. Opazimo, da v nekaterih obmocjih pride do kontakta med sloji. Da se cim bolj
priblizamo ravnovesni legi, ki jo iscemo, med sloje dodamo dovolj silikonskega olja, da
se izognemo lepljenju slojev in zmanjsamo sile trenja. V numericnem modelu simu-
liramo kontakt s porazdeljeno podlago med slojema z bilinearno karakteristiko. Ko
sta sloja skupaj, predpisemo veliko togost vzmeti, ki je se numericno stabilna in nicno
togost, ko sta sloja narazen. Primer taksne karakteristike je prikazan na sliki 3.4, kjer
je neskoncna togost kontakta omejena z zelo visoko vrednostjo.
Slika 3.4: Togostna funkcija za upostevanje kontakta med sloji brez pogrezanja.
Slika 3.5: Delaminiran nosilec obremenjen z lastno tezo z razmerjem debelin slojev
rd = 0:2. a) fotograja z numericnim rezultatom, b) graf izmerjenih in izracunanih
stevilcnih vrednosti pomikov in zasukov glede na pozicijo po dolzini nosilca.
Z rdeco barvo prikazujemo numericne rezultate pomikov tock, ki sledijo teziscnim osem
delaminiranih slojev, nedelaminiranih obmocij in zasuke 23 precnih prerezov. Stevilcne
vrednosti teh rezultatov so prikazane v diagramih na desni strani fotograj, glej slike
3.5b), 3.6b), 3.7b) in 3.8b). Podobno so urejeni rezultati za drug nosilec, ki predstavlja
primera relativnega polozaja delaminacije rd = 0:4 in rd = 0:6. Ponovno opazimo zelo
dobro ujemanje med meritvami in izracuni.
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Slika 3.6: Delaminiran nosilec obremenjen z lastno tezo z razmerjem debelin slojev
rd = 0:8. a) fotograja z numericnim rezultatom, b) graf izmerjenih in izracunanih
stevilcnih vrednosti pomikov in zasukov glede na pozicijo po dolzini nosilca.
Slika 3.7: Delaminiran nosilec z razmerjem debelin slojev rd = 0:4 obremenjen z
lastno tezo. a) fotograja z numericnim rezultatom, b) graf izmerjenih in izracunanih
stevilcnih vrednosti pomikov in zasukov glede na pozicijo po dolzini nosilca.
Slika 3.8: Delaminiran nosilec z razmerjem debelin slojev rd = 0:6 obremenjen z
lastno tezo. a) fotograja z numericnim rezultatom, b) graf izmerjenih in izracunanih
stevilcnih vrednosti pomikov in zasukov glede na pozicijo po dolzini nosilca.
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3.3 Strizni test prekrivnega spoja
Strizni test prekrivnega spoja je standarden preizkus lepil, kjer je jakost spoja odvisna
od debeline, togosti in dolzine prekrivanja lepilnega sloja. Zaradi direktne primerjave
med meritvami in izracuni numericnega modela, smo preizkus poenostavili. Zanima nas
vpliv debeline lepila in dolzine prekrivanja na deformacijo celotne strukture, zato nismo
uporabili krhkega lepila. Uporabili smo tanke nosilce dolzine 300 mm in pravokotnega
prereza 25 0:15 mm narejene iz vzmetnega jekla z elasticnim modulom 2:1  105 MPa
in Poissonovim kolicnikom 0:3. Izrezali smo stiri razlicne dimenzije distancnikov iz
ekspandiranega polistirena (XPS) in jih z dvostranskim lepilnim trakom pritrdili na
par nosilcev. XPS smo uporabili zaradi majhne mase, z namenom zmanjsanja vpliva
distancnika na celotno obremenitev preizkusanca, saj bi se tanki nosilci deformirali ze
zaradi lastne teze, ce bi uporabili gostejse gradivo. Poleg lastne teze so bili nosilci
obremenjeni tudi z utezmi skupne mase 101.9 g, 200.4 g, 298.5 g, 398.7 g in 499.2 g.
Tako zgornji kot spodnji nosilec modeliramo z 10 4-vozliscnimi elementi. Obreme-
njeni so s porazdeljeno silo px = 2:89  10 4 N=mm, ki ponazarja njihovo maso, in s
tockovno silo v skrajno desnem vozliscu, ki ponazarja silo dodanih utezi . Elementi v
obmocju prekrivanja (dolzine XPS distancnika) so povezani s togo zvezo, ki preprecuje
njihove relativne pomike in tako simulira togi distancnik. Za ta primer smo upostevali
konstantno togostno funkcijo hT = hN = 10 N/mm.
Vpliv debeline lepila in dolzine prekrivanja je predstavljen na sliki 3.9. Graf prikazuje
kot zasuka obmocja prekrivanja v odvisnosti od dodatne obtezbe za vsako konguracijo.
Slika 3.9: Primerjava med izmerjenimi in izracunanimi zasuki obmocje prekrivanja za
stiri razlicne dimenzije distancnikov.
Stiri polne crte prikazujejo numericne rezultate za celotno obmocje; od primera brez
dodatnih utezi do najvecje obtezbe. Z vsako dodano utezjo smo preizkusanec trikrat
fotograrali. Nato smo iz vsake fotograje izmerili zasuk levega in desnega nosilca v
obmocju prekrivanja z uporabo Matlab Image Processing Toolbox. Srednja vrednost
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sestih meritev za vsak primer je prikazana s piko, medtem ko je standardna deviacija
prikazana z "rockami". Iz diagrama opazimo, da skoraj ni razlike med zasuki obmocja
prekrivanja, ko so preizkusanci obremenjeni samo z lastno tezo za primera z distancniki
25  20 mm in 50  20 mm ter za primera z distancniki 25  10 mm in 50  10 mm.
Iz razlike med zasuki obeh parov sledi, da debelina igra nezanemarljivo vlogo, ko so
preizkusanci obremenjeni se z dodatno obremenitvijo. Ko pa obremenitev postane
vecja, dolzina prekrivanja mnogo bolj vpliva na rezultate.
Slika 3.10 prikazuje fotograje osmih deformiranih preizkusancev. Vsak od stirih prime-
rov je sprva obremenjen samo z lastno tezo, nato pa se z dodatnimi utezmi. Numericni
rezultati so prikazani z modro in rdeco upogibnico za levi in desni nosilec ter so presli-
kani na fotograjo. Opazimo, da se numericni izracuni odlicno ujemajo s fotograjami.
Slika 3.10: Tanki nosilci v striznem testu z enojnim prekrivnim slojem. a) in b) z
25 20 mm distancnikom, c) in d) z 50 20 mm distancnikom, e) in f) z 25 10 mm
distancnikom, g) in h) z 50 10 mm distancnikom. Preizkusanci v primerih a), c), e)
in g) so obremenjeni z lastno tezo, medtem ko so primeri b), d), f) in h) obremenjeni
z lastno tezo in dodatnimi utezmi. Gravitacijska sila je usmerjena vodoravno, kot je
prikazano z vektorjem g.
Podobni zakljucki so zapisani v delih da Silva in sodelavci [153, 154] o togosti zleplje-
nih spojev. Pokazali so, da se jakost prekrivnega spoja poveca, ko se debelina lepila
zmanjsa. Enako opazimo v nasem eksperimentu. Z uporabo tanjsih distancnikov je kot
zasuka spoja manjsi. Spoj je tako obremenjen vecinoma s striznimi silami in posledicno
prenese vecje obremenitve.
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3.4 Gubanje tankega lma na mehkem substratu
Slika 3.11a) prikazuje kompozit tankega elasticnega lma in debelega mehkega sub-
strata. Ce tak kompozit obremenimo s tlacnimi napetostmi, ki so manjse od kriticne
p < pkr, se sprva stisne in ostane raven, glej sliko 3.11b). Ko pa obremenitev
povecujemo in presezemo kriticno p > pkr, je za stisnjen tanek lm energijsko bolj
ucinkovito, da se upogne oz. ukloni v periodicen valovit vzorec, kot pa da ostane
raven, glej sliko 3.11c). Fenomen gubanja tankega lma lahko nadomestimo z nosilcem
na elasticni podlagi s specicno togostjo (slika 3.11d)), ki odgovarja odzivu sub-
strata. Podoben pristop za resevanje tega stabilnostnega problema so sprva uporabili
Weighardt [155], Biot [156] in Reissner [157].
Slika 3.11: Kompozit tankega lma na mehkem substratu. a) nedeformirano stanje.
b) podkriticna deformacija. c) gubanje strukture. d) analogen primer nosilca na
elasticni podlagi.
Za zacetno ravno plosco na mehki podlagi neskoncne debeline lahko zapisemo karak-
teristicno valovno dolzino  valovitega vzorca (glej na primer Allen [158] in Lagrange
s sodelavci [159]):
 = 2hf

3  4s
4(1  s)2
Ef
3 Es
1=3
; (3.1)
kjer sta
Ef =
Ef
1  2f
and Es =
Es
1  2s
(3.2)
reducirana elasticna modula lma in substrata.
Primerjamo valovno dolzino gubanja ekvivalentnega primera nosilca na elasticni pod-
lagi (glej Timoshenko [160])
beam = 2

k
EfI
 1=4
: (3.3)
Koecient togosti vzmetne podlage zdaj lahko izrazimo, ce predpostavimo  = beam.
Iz enakosti enacb (3.1) in (3.3) tako sledi:
k =
EfI
h4f

3  4s
4(1  s)2
Ef
3 Es
 4=3
=
164
4
EfI: (3.4)
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Glede na teorijo nosilcev [160], kriticna uklonska sila Fkr za ta problem je:
Fkr = EfI
n
L
2
+ k

L
n
2
; (3.5)
kjer je
n =
L

4
r
k
EfI
(3.6)
stevilo (pol)valov deformiranega nosilca po gubanju.
Za potrebe nasega eksperimenta smo izdelali kompozit iz dveh polimerov, razlicnih
mehanskih lastnosti. Tekoco mesanico polimera QSil 550 B smo razporedili po ravni
povrsini. Preden je mesanica dokoncno polimerizirala, smo nanj postavili pravokoten
model in notri vlili mesanico polimera Elite double 8 in mehcalca. Materialne lastnosti
polimerov QSil 550 B in Elite double 8 z dodatkom mehcalca smo izmerili z nateznimi in
upogibnimi preizkusi. Vrednosti so podane skupaj z geometrijskimi podatki in rezultati
zgornjih enacb (3.1)-(3.6) v tabeli 3.4.
Preglednica 3.4: Materialni in geometrijski podatki obeh slojev kompozita. Izracunane
vrednosti valovite oblike.
E (MPa) h (mm)  b (mm) L (mm)
substrat 0.15 28.94
0.5 35.8 100.2lm 2.03 0.63
togost vzmeti k (N=mm2) (3.4) 1.2897
kriticna sila F (N) (3.5) 2.7950
stevilo valov n (3.6) 30.64
valovna dolzina  (mm) (3.1) 6.5406
Opazimo, da rezultat enacbe za stevilo valov (3.6) ni celo stevilo. Bolj naraven rezultat
dobimo, ce to stevilo zaokrozimo navzgor n = 31 in navzdol n = 30 ter ga uporabimo
v izracunu kriticne sile z enacbo (3.5). Izkaze se, da je obmocje med kriticnima silama
zelo ozko: 0:00172 N, priblizno 0:061 %. Manjsa od obeh je tista za rezultat z 31 valovi:
2:79575 N.
Kompozit smo vpeli med vzporedne celjusti, kjer je aksialni pomik kontroliran z zasu-
kom metricnega vijaka. Desno celjust smo premaknili za L =  10:52 mm ter deformi-
rano konguracijo fotograrali, kot je prikazano na sliki 3.12. S pomocjo racunalniskega
programa smo izmerili valovno dolzino na sredini preizkusanca: eksp = 6:039 mm.
Glede na to, da enacba (3.1) za izracun valovne dolzine  uposteva nedeformirano
dolzino nosilca in da je eksperimentalna eksp izmerjena na mocno deformiranem no-
silcu (priblizno 10 %), je za korektno primerjavo potrebno upostevati skalirni faktor
(L   jLj)=L = (100:2   10:52)=100:2 = 0:895. Skaliran analiticen rezultat je tako
def = 5:854 mm, in sicer 6:6 % manjsi od izmerjenega v nasem preizkusu.
V nasem modelu smo uporabili 200 kubicnih koncnih elementov za diskretizacijo rav-
nega, prosto lezecega nosilca na elasticni podlagi togosti k = 1:2897 N=mm2 in obre-
menjenega z aksialno silo v krajiscu. Uporabili smo metodo locne dolzine za resitev
74
Laboratorijski eksperimenti
Slika 3.12: Fotograja nagubanega preizkusanca, stisnjenega za u(L) =  10:52 mm.
Gradivo substrata je roza barve, medtem ko je lm (zgornji tanek sloj) sive barve. S
polno belo crto je prikazan numericni rezultat z uporabo 200 kubicnih koncnih
elementov.
problema. Kriticno silo smo zaznali s spremljanjem predznaka determinante togostne
matrike v bisekcijskem algoritmu. Uporabili smo majhno perturbacijsko silo, da vzbu-
dimo sistem k upogibu in ugotovili, da je limitna sila 2:6181 N, kar je priblizno 6.3 %
manj kakor teoreticno predvideno.
Upogibnico numericnega modela smo vstavili v sliko 3.12 z belo polno crto. Opazimo
dobro ujemanje med eksperimentom in numericnim izracunom v sredinskem obmocju
preizkusanca. Zaradi vpliva roba je amplituda blizu celjusti bistveno manjsa. Material,
ki je prislonjen na celjust se ne more prosto premikati v navpicni smeri, kar inducira
dodatne napetosti in se obnasa veliko bolj togo kot sredinski del. Medtem se pa nas
numericni model zguba po celotni dolzini enakomerno, saj smo uporabili poenostavljen
model prosto lezecega nosilca na elasticni podlagi.
3.4.1 Modeliranje z dvema nosilcema
Ko modeliramo substrat z nizjo togostjo od tiste, ki jo ima nosilec, kompenziramo
precne premike z elasticno povezavo, saj smo predpostavili, da precni prerezi ohranjajo
obliko in povrsino. Za primerjavo z rezultati nosilca na elasticni podlagi, tokrat upo-
rabimo elemente nosilca za oba sloja. Numericni model spojenih nosilcev je sestavljen
iz 100 kubicnih elementov tako za tanek lm kot mehek substrat. Vsak element je
povezan s sosednjim slojem preko porazdeljenega elasticnega sloja, ki je zelo tog v glo-
balni x smeri in linearno elasticen s koecientom izracunanim z enacbo (3.4) v globalni
y smeri. Kompozit obremenjujemo z aksialno silo v teziscu, kot je prikazano na sliki
3.11c), dokler ne dosezemo aksialnega premika kot v eksperimentu u(L). Uporabili
smo geometrijske in materialne podatke iz preglednice 3.4.
Primerjavo izracuna nagubanega lma z obema metodama prikazujemo na sliki 3.13a)
za nosilec na elasticni podlagi (z modro krivuljo) in za dva povezana nosilca (z roza
pravokotniki za substrat in sivimi pravokotniki za lm).
Valovno dolzino obeh nagubanih nosilcev (tankega lma) smo dolocili iz deformirane
mreze koncnih elementov. Z metodo nosilca na elasticni podlagi smo dolocili konstanto
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Slika 3.13: Rezultat analize gubanja tankega lma s koncnimi elementi. a) 200
elementov predstavlja nosilec na elasticni podlagi. b) 100 elementov za vsak sloj
kompozita.
valovno dolzino num1 = 5:611 mm, medtem ko se vrednost valovne dolzine, izracunane
z dvema nosilcema, spreminja med  = 5:189 mm v skrajno levem in skrajno desnem
koncu in  = 6:135 mm na sredini. Povprecje obeh vrednosti je tako num2 = 5:696 mm.
Izkaze se, da imata obe metodi podobne vrednosti rezultatov in je razlika z eksperi-
mentalnim rezultatom eksp = 6:039 mm priblizno 6 % za dva nosilca in 7 % za nosilec
na elasticni podlagi. Relativna napaka obeh numericnih vrednosti v primerjavi s kori-
girano analiticno vrednostjo def = 5:854 mm je priblizno 3 % za dva nosilca in 4 % za
nosilec na elasticni podlagi.
Nosilec na elasticni podlagi se zguba v periodicno valovito obliko s konstantno ampli-
tudo dnum1 = 0:861 mm, medtem ko se nosilec povezan s substratom zguba v obliko, ki
nima konstantne amplitude; dnum1 se giblje med 0:384 mm in 1:716 mm. Vpliv lokali-
zacije lahko pripisemo dejstvu, da je nosilec obremenjen s porazdeljeno reakcijsko silo
in ne s tockovno kot v primeru nosilca na elasticni podlagi. Vseeno pa opazimo enako
stevilo valov v obeh primerih, kot je vidno iz slike 3.13.
3.4.2 Dodatna numericna primera
Z eksperimentom in analiticnim izracunom smo potrdili dobro ujemanje numericnih
izracunov. Zato zelimo preveriti nas racunski model se z dvema primeroma razlicnih
materialnih in geometrijskih lastnosti. Geometrijski in materialni podatki so izmisljeni
in prilagojeni tako, da tvorijo nagubano povrsino s priblizno celim stevilom valov.
Numericne rezultate primerjamo z analiticnimi, ki jih skaliramo z delezem deformirane
dolzine.
3.4.2.1 Primer A
Materialni in geometrijski podatki kompozita A implicirajo obliko s stirimi valovi,
(glej preglednico 3.5). Slika 3.14 prikazuje deformirano obliko kompozita iz primera
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A. Gubanje tankega lma je modelirano z nosilcem na elasticni podlagi z doloceno
togostjo 3.14a) in z nosilcema, povezana preko aksialno toge vezi 3.14b). Valovni
dolzini, doloceni z obema metodama, sta: num1 = 20:758 mm in num2 = 20:287 mm.
Rezultata se od analiticne vrednosti def = (L   jLj)=L = 22:410(45   4:55)=45 =
22:410 0:898 = 20:124 mm razlikujeta za 3 % in 1 %. Kriticna sila F je od analiticne
vrednosti manjsa za 0:2 %.
Preglednica 3.5: Materialni in geometrijski podatki obeh slojev kompozita za primer
A. Izracunane vrednosti valovite oblike.
E (MPa) h (mm)  b (mm) L (mm)
substrat 0.1 23
0.4 10 45lm 14 1
togost vzmeti k (N=mm2) (3.4) 0.072
kriticna sila F (N) (3.5) 1.834
stevilo valov n (3.6) 4.016
valovna dolzina  (mm) (3.1) 22.410
Slika 3.14: Simulacija gubanja aksialno obremenjenega kompozita tankega lma in
mehkega substrata za primer A z a) 200 elementi nosilca na elasticni podlagi in b)
100 elementi za vsak sloj kompozita.
3.4.2.2 Primer B
Kompozit B je sestavljen iz dveh komponent z materialnimi in geometrijskimi podatki
prikazanimi v preglednici 3.6. Podobno kot v prejsnjem primeru prikazujemo deformi-
rano obliko, modelirano z nosilcem na elasticni podlagi z doloceno togostjo 3.15a) in z
nosilcema, povezana preko aksialno toge vezi 3.15b) za primer B. Valovni dolzini v tem
primeru sta: num1 = 0:482 mm num2 = 0:448 mm. Rezultata se od analiticne vredno-
sti def = (L  jLj)=L = 0:575(5:1725  1:2943)=5:1725 = 0:575 0:75 = 0:431 mm
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razlikujeta za 11 % in 3 %. Kriticna sila v numericnem izracunu je v primeru B manjsa
od analiticne za 0.8 %.
Preglednica 3.6: Materialni in geometrijski podatki obeh slojev kompozita za primer
B. Izracunane vrednosti valovite oblike.
E (MPa) h (mm)  b (mm) L (mm)
substrat 1 2
0.3 3 5.1725lm 20 0.05
togost vzmeti k (N=mm2) (3.4) 8.9282
kriticna sila F (N) (3.5) 0.1494
stevilo valov n (3.6) 18.001
valovna dolzina  (mm) (3.1) 0.575
Slika 3.15: Simulacija gubanja aksialno obremenjenega kompozita tankega lma in
mehkega substrata za primer B z a) 200 elementi nosilca na elasticni podlagi in b)
100 elementi za vsak sloj kompozita.
Pokazali smo, da kompozit tankega lma in mehkega substrata lahko predstavimo kot
zacetno raven nosilec na elasticni podlagi ali kot par povezanih nosilcev. Modeliranje z
enim ali dvema nosilcema ima zaradi tipa obremenitve razlicne uklonske oblike. Tanek
lm se oblikuje v krivuljo s spremenljivo amplitudo zaradi porazdeljene obremenitve
elasticnega sloja, medtem ko tockovna sila v krajiscu enega nosilca povzroci krivuljo s
konstantno valovno dolzino. Kljub temu pa v primeru A s samo stirimi valovi opazimo
zelo podobno obliko v obeh primerih. Zato lahko sklepamo, da se z narascanjem stevila
valov amplituda odmika od konstantne porazdelitve.
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3.5 Posevni upogib
O posevnem upogibu govorimo, ko upogibni moment lezi na (koordinatni) osi, ki ni
glavna vztrajnostna os prereza. Zaradi tega se nosilec upogne v smeri, ki ni pravokotna
na os na kateri lezi upogibni moment. V splosnem (kartezicnem) koordinatnem sistemu
(y; z) je deviacijski moment prereza Jyz razlicen od nic. Ker realna obremenitev ni
nujno postavljena v tezisce prereza, sta v splosnem tudi staticna momenta Sy in Sz
razlicna od nic. Konstitutivni matriki CM in CN dopolnimo z vsemi geometrijskimi in
materialnimi podatki za linearno elasticen primer.
CN =
24EA 0 0 0 ESy  ESz0 GA1 0 0 0 0
0 0 GA2 0 0 0
35 in
CM =
24 0 0 0 GJx 0 0ESy 0 0 0 EJy EJyz
 ESz 0 0 0 EJyz EJz
35 :
(3.7)
Shema nosilca je prikazana na sliki 3.16. Med preizkusom je nosilec obremenjen z
utezjo in poves na koncu izmerjen z merilnimi uricami v vodoravni in navpicni smeri,
kot je prikazano na fotograji eksperimenta 3.17.
Slika 3.16: Konzolno vpet nosilec nesimetricnega prereza.
Preglednica 3.7: Meritve vodoravnih in navpicnih pomikov prostega konca konzolnega
nosilca.
meritev 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
vt (mm) 2.12 2.01 2.05 2.09 2.11 2.20 2.16 2.12 2.07 2.22 2.07
wt (mm) 0.44 0.43 0.42 0.42 0.43 0.49 0.42 0.39 0.45 0.45 0.44
V preglednici 3.7 so prikazane meritve povesa nosilca, saj sila ni vedno delovala na-
tancno v isti tocki. Analiticna vrednost in rezultat z metodo koncnih elementov ter
relativna napaka med meritvami in numericnimi rezultati so zbrani v preglednici 3.8.
Po linearni teoriji dolocimo nevtralno os prereza in nato poves po enacbah za cisti
upogib. Rezultat, izracunan z 20 3-vozliscnimi koncnimi elementi, se zelo dobro ujema
z meritvami.
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Slika 3.17: Fotograja eksperimenta konzolnega nosilca nesimetricnega prereza.
Preglednica 3.8: Primerjava izmerjenih in izracunanih povesov analiticno ter z metodo
koncnih elementov.
pomik (mm) min max analiticno MKE rel. napaka
vt 2.05 2.20 2.078 2.080 0.10172 %
wt 0.42 0.45 0.471 0.470 0.07169 %
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4 Ostali numericni primeri
V tem razdelku preverjamo nas numericni model z modeliranjem primerov iz raz-
polozljive literature, kot so referencni testi in pomembne aplikacije iz prakse. Poglavje
je razdeljeno na dva dela, in sicer prvi del vsebuje izracune z uporabo koncnih elemen-
tov za prostorske nosilce, medtem ko drugi del vsebuje izracune z ravninskimi elementi
nosilcev.
Za preizkusanje nasega elementa za prostorske linijske strukture smo izbrali debel kon-
zolni nosilec, strizno obremenjen dvojni asimetricni konicni nosilec, kotni in vec-kotni
konzolni nosilec, nosilec, upognjen v vijacno obliko ter odlepljanje kotnih nosilcev.
Rezultate smo pridobili z uporabo predstavljenega modela kot tudi s spremenjenim
modelom, opisanem v poglavju 2.2.14 Formulacija z deformacijskim vektorjem v ma-
terialni bazi, kjer je translatorni deformacijski vektor izrazen v lokalni bazi G in je
del primarnih spremenljivk. Nacin posodabljanja je ostal enak, enostaven postopek
sestevanja vektorja in njegovega popravka (2.128), tako kot v delih [37,38]. Da locimo
oba pristopa, uporabimo oznaki g in G. Nas koncni element ima skupno 26 prosto-
stnih stopenj, ce upostevamo, da so vse vektorske kolicine razsirjene v stiri dimenzije
z nicelnim skalarnim delom. Zato ima konstrukcija elementov ne naslednje stevilo pro-
stostnih stopenj: DOF = 19ne + 7. Ker notranje prostostne stopnje, deformacijska
vektorja g, G ter rezultante mejnih napetosti N
0
g , M
0
g niso vkljucene v postopek
sestavljanja togostne matrike, jih kondenziramo na ravni elementov. Rezultati, ki jih
primerjamo so izrazeni v obliki vektorja pomikov in njegovih komponent v globalni bazi
[u]g = [u1; u2; u3]
T . Vsi stirje primeri so modelirani tudi v komercialnem programskem
paketu Ansys [161] z dvo-vozliscnim prostorskim koncnim elementom nosilca B188.
Za primerjavo komercialnih programov, v nekaterih primerih dodamo tudi rezultate,
izracunane s koncnim elementom B31 iz knjiznice programa Abaqus [162].
Sledi konvergencna studija tako prostorskih kot ravninskih elementov z relativno
enostavnimi primeri, za katere poznamo analiticne resitve. Poleg tega pokazemo
neobcutljivost na strizno blokiranje s primerom konzolnega nosilca, ki je resljiv z
obema elementoma. Poudarek izbranih primerov ravninskega koncnega elementa je na
razlicnih scenarijih interakcije dveh nosilcev, ki sta povezana preko vmesnega sloja.
Osno obremenjen delaminiran nosilec uporabimo za preizkusanje sposobnosti modelira-
nja kontaktnega razmerja z nezvezno funkcijo togosti vmesnega sloja. Za preizkusanje
modeliranja kompozita z vmesnim slojem s konstantno togostjo v obe smeri, izberemo
kompozitni nosilec z moznostjo zdrsa. Sledi kompozitni nosilec, sestavljen iz 11 togo
povezanih slojev z razlicnimi materialnimi lastnostmi. Primera odlepljanja traku s
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toge podlage in odlepljanja dvojnega konzolnega nosilca sta izbrana za preizkusanje
sposobnosti modeliranja vezivne plasti s poljubnimi nelinearnimi funkcijami modela.
Koncni element ima 3n prostostnih stopenj, kjer je n stevilo interpolacijskih in inte-
gracijskih tock. Konstrukcija z ne povezanih elementov naslednje stevilo prostostnih
stopenj: DOF = 3(n   1)ne + 3. Numericna formulacija teorije je implementirana v
programsko kodo z uporabo programskega okolja Matlab [152]. Za izhod iz iteracijske
zanke je izbrana toleranca evklidske norme vektorja popravkov in vektorja ostankov
tol = 10 8. V vseh primerih pravokotnega prereza uporabimo koecient za strizni
prerez As = 5=6A.
4.1 Debel konzolni nosilec obremenjen s precno silo
Na sliki 4.1 so prikazani geometrijski in materialni podatki konzolno vpetega nosilca.
Ob tem je skiciran globalni koordinatni sistem in poljuben precni prerez z lokalnim
koordinatnim sistemom. Nosilec je v prostem koncu obremenjen s posevno precno silo,
ki deluje v ravnini g2-g3. V komponentni obliki jo zapisemo [F ]g = F [0; 1; 1]
T .
Slika 4.1: Debel konzolni nosilec obremenjen s precno silo v prostem koncu.
Simulacijo tega primera smo pripravili z razlicnimi tipi elementov. Nase rezultate
primerjamo z rezultati koncnih elementov iz komercialnih programov; B188 iz Ansys-
a [161] in B31 iz Abaqus-a [162]. Ceprav je primer dokaj enostaven, opazimo razliko
med rezultati razlicnih numericnih modelov. Iz konvergencne analize, prikazane v pre-
glednici 4.1, opazimo, da vsi elementi konvergirajo hitro. Nasa formulacija je potrebo-
vala 6 iteracij, da doseze zastavljeno natancnost, medtem ko je element B188 potreboval
dva obtezna koraka. Za sistem 50 ali vec elementov je razlika med g in G opazna sele
na petem decimalnem mestu. Absolutna razlika ob povecevanju stevila elementov je
linearna v logaritemski skali, kar pomeni, da se napaka eksponentno zmanjsuje. Rela-
tivna napaka vektorja posameznih prostostnih stopenj je izracunana glede na vrednost
v zadnji iteraciji (konvergirano vrednost).
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Preglednica 4.1: Komponente vektorja pomika na koncu nosilca za razlicne koncne
elemente in njihovo stevilo. Vse vrednosti so v milimetrih.
ne = 4 ne = 10
g G B188 B31 g G B188 B31
u1 -39.9843 -39.9808 -41.5599 -42.0672 -40.7568 -40.7563 -42.4987 -42.5348
u2 37.7694 37.7670 40.7048 41.1169 38.3319 38.3315 41.5264 41.6201
u3 119.8349 119.8292 122.0192 122.928 121.1590 121.1580 122.5417 122.6921
ne = 20 ne = 50
g G B188 B31 g G B188 B31
u1 -40.8675 -40.8674 -42.8238 -42.6723 -40.8985 -40.8985 -42.6746 -42.6951
u2 38.4128 38.4127 41.6851 41.7168 38.4354 38.4354 41.6876 41.7022
u3 121.3469 121.3467 122.8596 122.652 121.3995 121.3994 122.6329 122.6430
ne = 100 ne = 200
g G B188 B31 g G B188 B31
u1 -40.9030 -40.9030 -42.6801 -42.6982 -40.9041 -40.9041 -42.6556 -42.6992
u2 38.4387 38.4387 41.7072 41.7437 38.4395 38.4395 41.7324 41.7445
u3 121.4070 121.4070 122.6341 122.6420 121.4089 121.4089 122.6164 122.6420
c
Konvergenco vseh kolicin, vkljucenih v obe formulaciji, prikazujemo na grafu 4.2. Po
sestih iteracijah so vse prostostne stopnje dosegle svojo mejo s kvadraticno konvergenco.
Poleg tega v konvergenci obeh formulacij ni bistvene razlike.
Slika 4.2: Potek konvergence razlicnih prostostnih stopenj g in G formulacij. Polne
krivulje predstavljajo g elemente, medtem ko prekinjene krivulje G elemente.
Racunski model je sestavljen iz 50 elementov.
Na sliki 4.3 so ilustrirane deformirane konguracije za stiri obtezne korake.
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Slika 4.3: Razvoj deformacije konzolnega nosilca v stirih korakih.
4.2 Dvojni asimetricni konicni nosilec
Ceprav geometrijsko tocna teorija nosilcev uposteva strizne deformacije, so primeri,
ki jih najdemo v literaturi presenetljivo pogosto omejeni na relativno majhne strizne
deformacije! Za zapolnitev te vrzeli predlagamo dvojno asimetricen konicni nosilec
obremenjen s striznimi silami. Geometrija, materialni podatki, vpetja in obremenitve
so denirani tako, da opazimo velike strizne deformacije, glej sliko 4.4. Nosilec je
konzolno vpet na eni strani, medtem ko na drugi strani preprecimo vse rotacije in
aksialne pomike u1. Obremenitev je porazdeljena in denirana z vektorjem ng(s).
Prva polovica dolzine je obremenjena z [n(s)]g = ng[0; 1; 1]
T , 0 < s < L=2 ter druga z
[n(s)]g = ng[0; 1; 1]T , L=2 < s < L.
Slika 4.4: Geometrijski model debelega, dvojno konicnega nosilca, obremenjenega s
porazdeljeno obremenitvijo ng(s). Levi konec je konzolno vpet, desni pa je pripet na
togo podlago preko kotalnih kroglic, ki preprecujejo vse rotacije in aksialne pomike.
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Visina in sirina precnega prereza nosilca sledita enostavnima linearnima zvezama
B(s) = B0 +
BL   B0
L
s;
in
h(s) = H0 +
HL  H0
L
s:
Rezultati, podani v tabeli 4.2 demonstrirajo konvergenco problema za elemente g,
G, B188 iz Ansys-a in B31 iz Abaqus-a. Vse vrednosti so izracunane z enim obteznim
korakom.
Preglednica 4.2: Komponente vektroja pomika desnega konca dvojno konicnega nosilca
za razlicne elemente in njihovo stevilo. Vse vrednosti so v milimetrih.
ne = 4 ne = 10
g G B188 B31 g G B188 B31
u2 15.79574 15.77233 15.12098 16.56631 15.85471 15.85122 15.34776 16.72924
u3 15.79574 15.77233 15.36293 16.56631 15.85471 15.85122 15.75427 16.72924
ne = 20 ne = 50
g G B188 B31 g G B188 B31
u2 15.86215 15.86128 15.37514 16.75163 15.86418 15.86404 15.40146 16.78049
u3 15.86215 15.86128 15.80817 16.75163 15.86418 15.86404 15.84070 16.78049
ne = 100 ne = 200
g G B188 B31 g G B188 B31
u2 15.86447 15.86444 15.40256 16.78132 15.86454 15.86453 15.40283 16.89724
u3 15.86447 15.86444 15.84285 16.78132 15.86454 15.86453 15.84339 16.89724
Ceprav so preseki neenakomerni, lahko iz rezultatov nase formulacije opazimo simetrijo
problema. Rezultati komercialnega programa Ansys konvergirajo k razlicnim vredno-
stim za pomika u2(L) in u3(L); v primerjavi z nasimi je razlika 2.7 % in 0.07 %. Zaznali
smo konvergencne tezave G formulacije, saj privzet kriterij prekinitve zanke (10
 8)
ni bil dosezen. Norma vektorja ostankov, je bila ujeta med vrednosti 10 5 in 10 6.
Zaradi tega smo postopek z G elementi zaustavili po 15 iteracijah nihanja norme
napake. Obenem pa so elementi g potrebovali povprecno 6 iteracij za doseganje kon-
vergencnega kriterija. Slika 4.5 ponazarja primerjavo poteka konvergence prostostnih
stopenj obeh formulacij. Opazimo, da g elementi dosezejo nizjo konvergencno mejo
in veliko prej kakor G elementi.
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Slika 4.5: Primerjava poteka konvergence primarnih spremenljivk obeh formulacij
znotraj enega obteznega koraka. Polne krivulje predstavljajo g elemente, medtem ko
prekinjene krivulje G elemente. Racunski model je sestavljen iz 50 elementov.
Kljub razlikam konvergiranja, ugotovimo, da rezultati obeh G in g elementov dajo
zelo podobne vrednosti. Razlika pomikov ug2(L)  uG3(L) se zmanjsuje eksponentno s
stevilom elementov za vse primere.
Slika 4.6: Razlika pomikov izracunanih z G in g elementi za razlicna razmerja
striznega G in elasticnega E modula. Uporabili smo 4 elemente in 10 obteznih
korakov.
Ko so strizne deformacije velike, se napaka hitro akumulira v vsakem koraku in po-
stane znatno vecja. Slika 4.6 ponazarja razliko med vrednostmi, izracunanimi z obema
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formulacijama za razlicne vrednosti striznega modula. Kakor se obremenitev povecuje,
se napaka veca, kar je se bolj ocitno za primere z manjso strizno togostjo, tj. ko so
strizne deformacije vecje. Zadnji primer, z nerealno velikim striznim modulom (siva
krivulja), predstavlja strizno tog primer, kar ustreza Euler-Bernoullijevi hipotezi pra-
vokotnih prerezov. Tudi v tem primeru so razlike ocitne. Vendar pri neki kriticni
vrednosti, se zacne napaka manjsati skupaj s striznim modulom. Zato na sliki 4.7
ponazorimo potek zasukov po dolzini nosilca. Velikost zasuka smo izracunali z enacbo
2 arccos(k^(s)) = #. Vidimo, da se z zmanjsanjem strizne togosti, precni prerezi zasu-
kajo manj glede na zacetno lego. Zato sta si lokalna in globalna baza v tem primeru zelo
podobni. Posledicno naredimo majhno napako v G formulaciji s sestevanjem poprav-
kov translatornega deformacijskega vektorja v lokalni bazi, ceprav to ni matematicno
pravilno.
Slika 4.7: Potek velikosti zasuka po dolzini nosilca za razlicne strizne togosti. Vsi
primeri so modelirani z 20 koncnimi elementi in enim obteznim korakom.
Slika 4.8 ponazarja strizne in upogibne deformacije za vsak posamezen element. Glede
na to, da je norma vektorja ukrivljenosti znatno manjsa od translatornega vektorja,
sklepamo, da v tem problemu prevladujejo strizne deformacije, kot je razvidno iz
stevilcnih prikazov na sliki.
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Slika 4.8: Deformirana oblika nosilca za  = 1 in G = E=2:6. Vsak element je
ponazorjen z barvo, ki predstavlja evklidsko normo a) translatornega deformacijskega
vektorja in b) vektorja upogibnih deformacij. Na vsaki sliki je prikazana najvecja
vrednost deformacijskega vektorja.
4.3 Konzolno vpet kotnik
Pogost primer v literaturi je deformacijska analiza nosilca s pravim kotom med deloma
enake dolzine. Zaradi geometrijskih lastnosti je najbolj primeren za preizkusanje pra-
vilne sklopitve torzije in upogiba. Pri specicnih obremenitvenih primerih pride do
stabilnostnih problemov zaradi zelo vitkih segmentov (h=b = 1=50). Na sliki 4.9 je
ilustriran en tak primer, kjer je en konec konzolno vpet, medtem ko je prosti konec
obremenjen s silo v ravnini g1-g2. Dodamo tudi komponento sile v smeri enotskega
vektorja g3, ki deluje kot perturbacijska motnja. Tako je matricni zapis obremenitve
[F ]g = F [0; 1; 0:001]
T . Geometrijski in materialni podatki so podani na sliki 4.9 in so
povzeti iz dela [31].
Slika 4.9: Shema kotnega nosilca s prikazom orientacije precnih prerezov obeh delov
za uporabo v numericnem modelu.
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Nas numericni model je sestavljen iz petih koncnih elementov za vsak segment (197
prostostnih stopenj) ter postopoma obremenjen do polne obremenitve s 100 koraki.
Nase rezultate primerjamo s tistimi iz dela Smolenski [31] (20 dvo-vozliscni elemen-
tov) in Zupan in Saje [39] (12 elementov s 5 interpolacijskimi tockami; 510 prostostnih
stopenj). Dodamo tudi rezultate koncnega elementa B188 iz knjiznice programa An-
sys. Opazimo odlicno ujemanje vseh rezultatov. V tem primeru elementa g in G
konvergirata k prakticno enakim rezultatom, glede na to, da tukaj ni velikih striznih
deformacij, kot je prikazano na sliki 4.11. Ocitno s sestevanjem majhnih vrednosti
translatornega deformacijskega vektorja naredimo le majhno napako.
Slika 4.10: Nadkriticno obmocje uklona iz ravnine za kotni nosilec obremenjen s silo v
ravnini.
Slika 4.11: Deformirana os in zasukani precni prerezi za  = 19, kjer je vsak element
pobarvan z barvo, ki odgovarja evklidski normi a) translatornem deformacijskem
vektorju in b) vektorju upogibnih deformacij. Na vsaki sliki je prikazana najvecja
vrednost deformacijskega vektorja.
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4.4 Konzolno vpet tri-kraki kotnik
Kot nadgradnjo prejsnjega primera, zdaj podamo rezultate konzolnega nosilca s tremi
ravnimi segmenti in pravimi koti med njimi. Geometrijski podatki in oblika nosilca je
skicirana na sliki 4.12 in povzeta iz dela [163]. Nosilec je obremenjen v prostem koncu
s posevno silo v ravnini g1-g3 oz. z dvojico sil, kot je prikazano na sliki.
Slika 4.12: Tri-kraki nosilec je pravokotnega prereza, konzolno vpet ter obremenjen s
precno silo v prostem koncu.
Odziv tocke, kjer je prijemalisce sile, prikazujemo na sliki 4.13. Z razlicnimi barvami so
prikazane komponente vektorja pomika tocke pri s = 3L. Polna crta predstavlja nase
rezultate, izracunane z desetimi elementi za vsak krak in 56 obteznimi koraki. Simboli
+ pa predstavljajo rezultate dostopne v literaturi, ki jih izracunajo [163]. Vidimo
odlicno ujemanje rezultatov.
Slika 4.13: Obtezno deformacijske krivulje vektorja pomika ug(3L). Z zeleno je
prikazana komponenta u1, z modro komponenta u2 in z rdeco komponenta u3.
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Spremembo oblike teziscne osi kotnega nosilca prikazuje slika 4.14. Prikazujemo tudi
precne prereze v vozliscih uporabljenih elementov.
Slika 4.14: Potek deformirane oblike tri-krakega nosilca ob povecevanju precne sile F .
4.5 Nosilec ukrivljen v vijacnico
Primer, ki ga prvi predstavi Ibrahimbegovic [43], se pogosto uporablja za prikaz spo-
sobnosti opisa velikih rotacij elementov. Konzolni nosilec je istocasno obremenjen z
upogibnim momentom in precno silo v prostem krajiscu, kot je prikazano na sliki 4.15.
V primeru cistega upogiba, kjer deluje samo upogibni moment M , se nosilec upogne v
kroznico, ki lezi na ravnini g1-g3. Z dodatkom precne sile F , ki deluje v smeri enotskega
vektorja g2 pa dobimo obliko vijacnice.
Slika 4.15: Konzolni nosilec obremenjen s precno silo in upogibnim momentom v
prostem krajiscu.
Konvergenco formulacije ponovno preizkusimo s spreminjanjem stevila uporabljenih
koncnih elementov. Spremljamo komponento vektorja pomika u2 za F = 50 in M =
200, glej preglednico 4.3 za obe g in G formulaciji. Obremenitev kontroliramo z
obteznim faktorjem , ki se inkrementalno povecuje od 0 do 1 v 200 korakih.
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Preglednica 4.3: Komponente vektorja pomika prostega konca za razlicna stevila
koncnih elementov.
ne = 50 ne = 79 ne = 100
g G g G g G
u1 -9.982863 -9.983047 -9.99502 -9.995034 -9.995140 -9.995147
u2 -0.089889 -0.090060 -0.083702 -0.083703 -0.080564 -0.080564
u3 -0.002437 -0.002397 -0.000090 -0.000091 -0.000075 -0.000075
ne = 200 ne = 500 ne = 1000
g G g G g G
u1 -9.995181 -9.995183 -9.995194 -9.995194 -9.995196 -9.995196
u2 -0.077480 -0.077480 -0.076608 -0.076608 -0.076483 -0.076483
u3 -0.000073 -0.000073 -0.000073 -0.000073 -0.000073 -0.000073
Med obremenjevanjem visina vijacnice oz. predznak komponente vektorja pomika v
smeri delovanja sile oscilira okoli zacetne vrednosti. Zanimivo je, da deformiran nosilec
ob koncu obremenitve v celoti lezi na negativni strani ravnine g1-g3. Ta efekt je viden
na diagramu poteka komponente u2 na sliki 4.16 b). Slika 4.16 a) prikazuje koncno
obliko deformiranega nosilca ob obteznem faktorju  = 1.
Rezultati obeh tipov elementov se ujemajo s tistimi iz referenc [37, 38, 43]. Nas nu-
mericni model z 79 koncnimi elementi (1508 prostostnih stopenj) se odlicno ujema z
rezultati iz dela [39], kjer uporabijo 25 elementov visjega reda (1506 prostostnih sto-
penj).
Slika 4.16: a) Deformirana konstrukcija 100 koncnih elementov. b) komponenta
pomika u2 v odvisnosti od obteznega faktorja .
Ker v tem primeru dominirajo upogibne deformacije, so razlike med formulacijami
zanemarljive. Norma translatornega deformacijskega vektorja je relativno majhna in
prav tako tudi napaka upostevanja popravkov v lokalni bazi. Element G, v povprecju,
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potrebuje eno iteracijo vec kakor g element za doseganje kriterija konvergence. Z
vecanjem stevila elementov se njihova dolzina manjsa in tako tudi razlika rotacij med
obteznostnimi koraki, kar vodi do boljsih rezultatov. Cesarek in sodelavci [38] prav tako
uporabijo formulacijo s konstantnim deformacijskim poljem po dolzini elementa, vendar
vodijo translatorni deformacijski vektor v lokalni bazi. Za ta primer uporabijo 1000
korakov v numericnem modelu z 200 koncnimi elementi. Ob tem primerjajo rezultate
s komercialnimi elementi in komentirajo nezmoznost opisa velikih rotacij le-teh.
4.6 Odlepljanje kotnikov
Ponovno analiziramo kotne nosilce, kot v primeru 4.3, le da tokrat uporabimo dva
povezana, konzolno vpeta kotna nosilca. Na sliki 4.17 sta prikazana nosilca, ki se
stikata, med njima pa je lepilo, ki je modelirano z vzmetno podlago opisano v poglavju
2.2.13. Nosilca sta enakih dimenzij in imata enake materiale lastnosti. Na prostem
koncu, kjer je prijemalisce precnih sil, je zareza oz. obmocje brez lepila dolzine a0.
Slika 4.17: Zlepljena konzolna nosilca obremenjena z nasprotnima silama v prostem
krajiscu.
Vsi elementi, razen tistih ob zarezi, so povezani z enakimi longitudinalnimi vzmetmi
v globalni g3-smeri. Togosti vzmeti modeliramo z eksponentno kohezivno funkcijo
(2.243). Oba nosilca modeliramo z 62 elementi, kar pomeni 2363 prostostnih stopenj.
Racunski model resujemo s klasicno metodo locne dolzine. S spreminjanjem parame-
trov kohezivnega modela: mero sproscanja kohezivne energije Gc in kriticne normalne
napetosti v adhezivnem sloju kr analiziramo vpliv le-teh na obliko odziva konstrukcije,
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prikazane na sliki 4.17. V analizi uporabimo tri vrednosti za Gc 2 f3; 14; 26g N/mm
in tri za kr 2 f3; 13; 23g MPa.
Rezultati razlicnih kombinacij parametrov v primerjavi s prostima nosilcema so prika-
zani na slikah 4.18 in 4.19. Na diagramih so oznacene karakteristicne tocke A, B, C in
D. Deformacijske oblike v teh tockah so prikazane na sliki 4.20. Med tockama A in B
opazimo popuscanje adhezivnega sloja na prvem kraku ter med C in D popuscanje ad-
hezivnega sloja drugega kraku. Krivulja do tocke B je zelo podobna odzivu odlepljanja
dvojnega ravnega nosilca - DCB, v nadaljevanju pa dosezemo se visjo silo (tocka C),
potrebno za prekinitev prve vezi v drugem kraku. V tocki D je povezava med nosilcem
popolnoma prekinjena, odziv je od tu naprej enak kot za nepovezana nosilca.
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Slika 4.18: Razmerje med silo in pomikom prostega krajisca zgornjega nosilca za
razlicne vrednosti kriticne napetosti. S crno crto je prikazan rezultat nepovezanih
nosilcev. a) celoten pogled in b) povecava. V vseh primerih velja Gc = 14 N/mm.
Iz rezultatov, prikazanih na sliki 4.18, lahko spremljamo vpliv kriticne napetosti ko-
hezivnega modela na odziv konstrukcije. Glede na to, da ohranjamo vrednost Gc
(povrsino pod krivuljo) konstantno, se karakteristicna dolzina ws spreminja, glej enacbo
(2.244). Z vecanjem kriticne napetosti se veca tudi sila potrebna za zacetek prekini-
tve vezi na zacetku krakov v tockah A in C. Obenem se vrednost ws zmanjsuje,
kar se kaze v bolj valovitem odzivu (rdeca krivulja). To pomeni, da obremenjena
vzmet zacne popuscati preden naslednja vzmet prevzame del obremenitve. Ko je
kr = 23 MPa je vrednost ws = 0:2239 mm, medtem ko v primeru kr = 3 MPa
je vrednost ws = 1:7168 mm. V tocki D je togost vseh vzmeti dosegla najnizjo vre-
dnost, v nadaljevanju je odziv konstrukcije enak, kot ce vzmeti med nosilcema ne bi
bilo.
Rezultati, zbrani na grafu 4.19, opazimo, da se z vecanjem mere sproscanja adhezivne
energije povecuje sila v vseh karakteristicnih tockah. V tem primeru, ko je kriticna
napetost konstantna, se z vecanjem vrednosti Gc povecuje tudi dolzina ws. To pomeni,
da kriticno napetost dosezemo kasneje, zato je krivulja odziva visje na grafu sile v
odvisnosti od pomika.
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Slika 4.19: Razmerje med silo in pomikom prostega krajisca zgornjega nosilca za
razlicne vrednosti mere sproscanja adhezivne energije. S crno crto je prikazan
rezultat nepovezanih nosilcev. a) celoten pogled in b) povecava zacetnega dela. V
vseh primerih velja kr = 13 MPa.
Slika 4.20: Deformacijske oblike med odlepljanjem nosilcev za karakteristicne tocke
na grah A, B, C in D za kr = 13 MPa in Gc = 14 N/mm.
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4.7 Prikaz konvergence
Z enostavnimi primeri opravimo konvergencno analizo ravninskih koncnih elementov.
Uporabimo razlicne tipe koncnih elementov, tj. razlicno stevilo interpolacijskih tock,
ki so hkrati tudi integracijske tocke v Newton-Cotesovih kvadraturnih pravilih. Stevilo
interpolacijskih tock oznacimo z n, stevilo uporabljenih elementov v konstrukciji pa
z ne. V vseh primerih uporabimo interpolacijo z Lagrangevimi polinomi. Element
najnizjega reda ima dve glavni tocki in linearno interpolacijo med njima. Navzgor z
redom nismo omejeni, vendar se zaradi nenatancnosti aproksimacije s polinomi visokega
reda izogibamo zelo velikemu stevilu interpolacijskih tock.
Vsi racuni so opravljeni na osebnem racunalniku, rezultati so dobljeni na 15 mest na-
tancno. Za ustavitev Newtonove iteracije preverjamo najvecjo komponento v vektorju
popravkov. Korak ustavimo, ko je trenutni najvecji popravek manjsi od podane tole-
rance 10 8. V vseh primerih opazimo kvadraticno konvergenco algoritma, potem ko se
dovolj priblizamo resitvi.
4.7.1 Konzolno vpet nosilec
Na primeru konzolno vpetega nosilca prikazemo konvergenco predstavljenega ravnin-
skega koncnega elementa. Nosilec je dolg L = 2 m, precnega prereza A = 0:0285 m2
in strizne povrsine As = 5=6A = 0:02375 m
2, vztrajnostni moment prereza Jz =
1:94  10 5 m4. Materialne lastnosti linearno elasticnega materiala E = 2  1011 Pa
in G = E=2 = 1 1011 Pa. Nosilec je obremenjen s konstantno silo na prostem koncu
1 106 N, kot je prikazano na sliki 4.21.
Slika 4.21: Zacetna oblika modela nosilca
V preglednici 4.4 prikazujemo vpliv stevila elementov in stevila interpolacijskih
tock znotraj elementa na natancnost numericnih rezultatov. Opazimo, da rezul-
tati konvergirajo k vrednosti '(L) =  0:47347552378 radianov, kar vzamemo za
referencno vrednost. Rezultat z uporabo postopka, opisanega v poglavju 2.3.3 je
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Preglednica 4.4: Vrednosti zasuka na koncu nosilca '(L), izracunanega z razlicnim
stevilom vozlisc in elementov. Vse vrednosti so v radianih.
N ne = 1 ne = 2 ne = 5
2 -0.49944447763 -0.47959408511 -0.47443714781
3 -0.47254479821 -0.47341384643 -0.47347393418
4 -0.47346683926 -0.47347542473 -0.47347552344
5 -0.47347557382 -0.47347552423 -0.47347552378
6 -0.47347552601 -0.47347552377 -0.47347552378
7 -0.47347552370 -0.47347552378
8 -0.47347552377 -0.47347552378
9 -0.47347552378 -0.47347552378
10 -0.47347552378
N ne = 10 ne = 20 ne = 50
2 -0.47371531082 -0.47353543187 -0.47348510734
3 -0.47347542438 -0.47347551756 -0.47347552362
4 -0.47347552377 -0.47347552377 -0.47347552378
5 -0.47347552378 -0.47347552378
'(L) =  0:47347551353 radianov. Bolj tocne rezultate dobimo z vecanjem stevila ele-
mentov v mrezi in z vecanjem stevila glavnih tock znotraj elementa. Ce uporabimo en
sam element z dvema glavnima vozloma, je napaka velika 5 %, vendar se hitro zmanjsa
na 1 % z uporabo petih elementov istega tipa. Napaka se manjsa z vecanjem stevila
elementov, vendar je za rezultat, ki je tocen na 11 mest, potrebnih 50 stiri-vozliscnih
elementov, to je 453 prostostnih stopenj. Enako natancen rezultat dobimo z enim
samim elementom z 9 vozlisci, kar pomeni zgolj 27 prostostnih stopenj.
Slika 4.22: Absolutna napaka numericne resitve v odvisnosti od a) stevila elementov
in b) od stevila vozlisc elementa.
Natancnost numericne resitve je prikazana na sliki 4.22a). Uporabili smo razlicno
goste mreze elementov z dvema ali tremi vozlisci. Graf je prikazan v logaritemski skali,
zato zveza med absolutno napako in stevilom elementov linearno pada. Tako lahko
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absolutno napako aproksimiramo s potencno funkcijo stevila elementov:
(ne) 

1
ne

: (4.1)
Faktor naklona v logaritemski skali  smo ocenili za dvo-vozliscne in tri-vozliscne ele-
mente. Za linearne elemente je faktor  = 2:00. Z uporabo kvadratnih elementov pa
je konvergenca se hitrejsa, faktor  = 3:99. Konvergenca je torej hitrejsa pri elementih
visjega reda.
Poglejmo se konvergenco numericne resitve v odvisnosti od stevila glavnih tock ele-
menta. Na grafu 4.22b) prikazujemo napako mreze enega oziroma dveh elementov.
Opazimo, da napaka pada hitreje kot pri vecanju stevila elementov. Absolutno napako
v odvisnosti od reda elementa opisemo s funkcijo:
(N) 

1
N
N
: (4.2)
Pri mrezi z enim samim elementom je konvergencni faktor  = 1:78, z dvema ele-
mentoma pa  = 2:42. Z vecanjem stevila glavnih tock elementa in z zgoscanjem
mreze koncnih elementov dobimo tocnejse rezultate, vendar pa s tem narasca zahtev-
nost racuna. Velikost tangentne matrike elementa narasca in posledicno tudi velikost
konstrukcije. Zelimo taksno razmerje med stevilom tock elementa in stevilom elemen-
tov v mrezi, da bomo za dano natancnost numericnega rezultata potrebovali najmanjse
stevilo prostostnih stopenj.
Ravninski primer konzolnega nosilca resimo tudi z elementi za prostorske nosilce g.
Zasuki prostega krajisca so podani v preglednici 4.5 za razlicna stevila elementov.
Preglednica 4.5: Vrednosti zasuka na koncu nosilca '(L), izracunanega z razlicnim
stevilom g elementov. Vse vrednosti so v radianih.
ne = 1 ne = 2 ne = 5
'(L) -0.47906273499 -0.47530186549 -0.47378780178
ne = 10 ne = 20 ne = 50
'(L) -0.47355430489 -0.47349526344 -0.47347868411
ne = 100 ne = 200 ne = 500
'(L) -0.47347631393 -0.47347572132 -0.47347555538
ne = 1000 ne = 2000 ne = 5000
'(L) -0.47347553168 -0.47347552575 -0.47347552409
Referencne vrednosti ne dosezemo kljub velikem stevilu elementov. Z uporabo enacbe
(4.1) lahko dolocimo faktor  = 1:99, kar je priblizno enako kot za linearne ravninske
elemente.
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4.7.2 Preprost okvir
Preverimo konvergenco se za primer preprostega okvirja z drugacnimi robnimi po-
goji. Dimenzije okvirja so prikazane na sliki 4.23. Precni prerez A = 100 mm2 in
strizne povrsine As = 5=6 = 83:33 mm
2, vztrajnostni moment prereza Jz = 8:3 
106 mm4. Materialne lastnosti linearno elasticnega materiala E = 2:1  105 MPa in
G = 80769:23 MPa. Okvir je obremenjen s konstantno silo na zgornjem levem robu
pod kotom 45, F = 1000 N in s porazdeljeno obremenitvijo py = 2 N/mm.
Slika 4.23: Prikaz zacetnega polozaja okvirja modeliranega z dvanajstimi
6-vozliscnimi elementi
Preglednica 4.6: Vrednosti pomika v smeri g1-osi, izracunanega z razlicnimi tipi ele-
mentov. Vse vrednosti so v milimetrih.
N ne = 3 ne = 6 ne = 12
2 5.32354100326 30.81667959066 38.19605623832
3 40.28931816586 40.72758214856 40.75454053963
4 40.75746697779 40.75616511823 40.75659143135
5 40.75529524441 40.75659582830 40.75659955029
6 40.75660997250 40.75659957080 40.75659956354
7 40.75659935877 40.75659956365 40.75659956352
8 40.75659956903 40.75659956352
9 40.75659956337
10 40.75659956352
N ne = 24 ne = 48 ne = 96
2 40.11156122727 40.59503062426 40.71618259526
3 40.75646627841 40.75659115868 40.75659903679
4 40.75659943167 40.75659956144 40.75659956349
5 40.75659956347 40.75659956352
6 40.75659956352
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Okvir smo modelirali z razlicnim stevilom elementov in z razlicnimi tipi elementov.
Prisli smo do podobnih ugotovitev kot v prejsnjem primeru. Rezultati hitro konver-
girajo z vecanjem stevila elementov in vozlisc elementa, vendar raste tudi zahtevnost
racuna. Najti moramo ugodno razmerje med zeljeno tocnostjo rezultata in hitrostjo
izracuna.
Prav tako graf odvisnosti absolutne napake od stevila elementov v logaritemski skali
priblizno linearno pada. Ponovno lahko uporabimo enacbo 4.1. Za linearne elemente je
faktor  = 1:98, kar je priblizno enako kot v primeru konzolnega nosilca. Tri-vozliscni
elementi s kvadratno interpolacijo imajo faktor  = 3:91, stiri-vozliscni s kubicno
interpolacijo pa  = 5:89. Torej je tudi v tem primeru konvergenca hitrejsa ob uporabi
elementov visjega reda.
Z enacbo 4.2 smo ocenili faktor  konvergence numericne resitve v odvisnosti od stevila
glavnih tock elementa iz preglednice 4.6. Pri mrezi s tremi elementi je faktor  = 1:88,
s sestimi elementi  = 2:10, z dvanajstimi elementi  = 2:79 ter s stiriindvajsetimi
elementi  = 3:49.
Slika 4.24: Absolutna napaka numericne resitve v odvisnosti od stevila elementov in
od stevila vozlisc elementa za primer okvirja.
V obeh primerih; nosilec in okvir je pokazana hitrejsa konvergenca ob vecanju stevila
glavnih tock elementov in vecanju stevila elementov. Seveda je sama hitrost konvergi-
ranja odvisna od primera, kot smo tudi pokazali. Vendar pa stevilo prostostnih stopenj,
s tem tudi zahtevnost racuna, raste pocasneje, ce vecamo stevilo glavnih tock N . Glede
zahtevnosti racuna je torej bolje uporabljati mreze z malo elementi visjega reda.
4.8 Prikaz neobcutljivosti na strizno blokiranje
Klasicni koncni elementi, ki so zasnovani na interpolaciji pomikov in zasukov, so
obcutljivi na strizno blokiranje. O striznem blokiranju elementa govorimo, kadar je
kljub zgoscanju mreze pomik se vedno mocno podcenjen. Za prikaz tega efekta si za-
mislimo konzolno vpet nosilec, obremenjen s precno silo, kot je prikazano na sliki 4.25.
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Slika 4.25: Konzolno vpet nosilec, obremenjen s precno silo F v prostem krajiscu.
Visina prereza h naj bo bodisi majhna (0:1) bodisi zelo velika (10). Spremljamo potek
napake pomika prostega krajisca u1 v odvisnosti od logaritemske vrednosti parametra
L=h. Vrednosti pomika normiramo z analiticnim rezultatom u1;ref, ki ga izracunamo
s postopkom, opisanim v poglavju 2.3.3. Primer izracunamo za 7 vrednosti visine
prereza z razlicnimi koncnimi elementi. Vsaka simulacija je sestavljena iz 10 koncnih
elementov, uporabimo pa klasicne Timoshenko elemente (ET [164]), komercialno do-
stopne elemente (B31 [162] in B188 [161]) ter tukaj razvita elementa za ravninske (ER)
in prostorske probleme (g).
Slika 4.26: Potek normiranega osnega pomika prostega konca nosilca za razlicne
vrednosti visine precnega prereza h.
Iz rezultatov, prikazanih na grafu 4.26, vidimo vpliv striznega blokiranja. Najvecje
odstopanje je pri velikih vrednostih visine prereza h, saj so takrat strizne deforma-
cije bolj izrazite kakor pri majhnih visinah h. Zato rezultati vseh koncnih elementov
konvergirajo k analiticni resitvi, ko je nosilec zelo tanek in se priblizujemo obmocju
Euler-Bernoullijeve teorije nosilcev. Oba koncna elementa komercialnih paketov kon-
vergirata podobno in hitreje kakor klasicni dvo-vozliscni Timoshenkov element, medtem
ko elementa formulirana v tej disertaciji, v celotnem preizkusenem obmocju visine h
dajeta rezultate zelo blizu analiticnim. Taksen rezultat nam pove, da pri elementih ni
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prislo do striznega blokiranja.
4.9 Prostolezeci delaminiran nosilec z osno obtezbo
Prostolezeci nosilec je delaminiran z eno delaminacijo ter obremenjen s silo F v smeri
osi elementa. Zacetna ukrivljenost vpliva na nadkriticno obnasanje nosilca. V nekaterih
primerih se lameli oddaljujeta, v drugih pa celo prekrivata. Slednji primer nas zanima
pri modeliranju kontakta. Slika 4.27 prikazuje tak primer, povzet iz dela Sheinmann in
Soer [165]. Geometrijski podatki so prikazan na sliki, medtem ko so elasticni modul
E = 2:1  1011 GPa in Poissonov kolicnik  = 0:3. Relativna dolzina delaminacije je
ld = Ld=L = 0:375. Delaminacija je na sredini nosilca L1 = L4.
Slika 4.27: Model osno obremenjenega delaminiranega nosilca.
Med obremenjevanjem opazujemo pomike referencnih tock A in B. Tocki predstavljata
tezisca posameznih slojev delaminiranega nosilca. V numericnem modelu smo uporabili
22 kubicnih elementov. Po 5 elementov za zacetni in koncni del ter 6 elementov za
vsako lamelo. Sprva, tem sestim parom povezanih elementov dolocimo nicno togostno
funkcijo v normalni smeri fN = 0 N=mm
2, zato, da se sloja neovirano pomikata.
Zacetno ukrivljenost teziscne osi nosilca modeliramo z enostavno zvezo
vy(x) = ai h sin
x
L

; (4.3)
kjer je h visina nedelaminiranega prereza in ai parameter amplitude ukrivljenosti. Za
parameter ai obravnavamo tri moznosti: a1 = 0:001, a2 =  0:00125 in a3 =  0:0625.
Ker imata lameli razlicno debelino, se nosilec drugace deformira, ce je zacetna ukri-
vljenost pozitivna ali negativna. Slika 4.28 prikazuje odziv tock A in B v nadkriticnem
obmocju. Obremenitev je normalizirana s kriticno uklonsko Eulerjevo silo Fcr za ne-
delaminiran in raven nosilec, pomik pa je normaliziran z zacetno dolzino. Z Ref.
oznacujemo rezultate iz reference [61]. Z rdeco in modro polno crto so prikazani za
primer a1 in z rdeco in modro crtkano crto za primer z a2 parametrom amplitude
ukrivljenosti. Rezultati, dobljeni z naso numericno formulacijo se ujemajo v pod in
nadkriticnem obmocju z rezultati, ki sta jih dobila Sheimann in Soer [61], prikaza-
nimi s crnimi crtami.
Na sliki 4.29a) prikazujemo obtezno-deformacijske krivulje za primer parametra ampli-
tude a3 =  0:0625. Z rdeco in modro crto so predstavljeni pomiki zgornji in spodnje
lamele, s crno pa rezultati iz reference [61]. Upostevajte, da uporaba modela iz ref. [61]
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Slika 4.28: Obtezno-deformacijske krivulje za tocki A (zgornja lamela) in B (spodnja
lamela) za primera a1 = 0:0001 in a2 =  0:00125.
vodi do prekrivanja lamel, priblizno pri w=L   0:0025. To nezikalno obnasanje
lahko enostavno preprecimo z uporabo zakona stika v nasem racunskem modelu. Upo-
rabimo skocno funkcijo za opis togosti elasticnega sloja. Togost ima nicno vrednost, vse
dokler se lameli ne stakneta, oz. ko sta pomika tock A in B v vertikalni smeri enaka,
w > 0. Ko sta lameli skupaj w  0, predpisemo veliko numericno vrednost togosti
sloja. Rezultat simulacije z upostevanjem kontakta, ilustriran na sliki 4.29b), prikazuje
stik rdece in modre krivulje. Zaradi primerjave, dodamo rezultate iz reference [61].
Slika 4.29: Obtezno-deformacijske krivulje za tocki A (zgornja lamela) in B (spodnja
lamela) za primer a3 =  0:0625. a) nezikalni rezultat, ko se lameli prekrijeta. b)
rezultat simulacije z upostevanjem kontakta.
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4.10 Kompozit z zdrsom med sloji
Slika 4.30 prikazuje prosto lezeco strukturo dveh nosilcev. Povezana sta na nacin, ki
dovoljuje samo relativne aksialne pomike oz. zdrs slojev. To pomeni, da sta nosilca
stalno v kontaktu.
Slika 4.30: Osno in precno obremenjena struktura dveh nosilcev: spodnji (1) leseni in
zgornji (2) betonski nosilec.
Girhammar in Gopu [166] sta predstavila diferencialno enacbo upogibnice dveh nosilcev
v kontaktu in z upostevanjem zdrsa med sloji. Cas in sodelavci [101] predstavijo koncni
element prilagojen taksnim primerom, kjer sta nosilca stalno v kontaktu. Preglednica
4.7 prikazuje primerjavo analiticnih in numericnih rezultatov. Nas numericni model je
sestavljen iz dvajset 5-vozliscnih koncnih elementov za vsak nosilec in elasticnim slojem
med njima. Normalne relativne pomike med sloji preprecimo z uporabo zakona stika
z veliko togostjo vzmeti hN = 10
9 N/mm. Togost v tangencialni smeri (strizna togost)
smo povzeli iz izvornega dela, kjer uporabijo vrednost fT = 50 N=mm
2. Naj opomnimo,
da rezultati v delu [166] temeljijo na Euler-Bernoullijevi teoriji nosilcev, kjer so strizne
deformacije zanemarjene. Uporabili smo naslednje elasticne module: za leseni nosilec
E1 = 8000 MPa in za cementni nosilec E2 = 12000 MPa. Zaradi moznosti primerjave
rezultatov, uporabimo nerealisticno veliko vrednost striznega modula G = 109 MPa,
nato pa problem izracunamo z bolj realisticno strizno togostjo. Uporabimo Poissonova
kolicnika 1 = 0:3 in 2 = 0:2 za izracun striznih modulov G1 = 3076:9 MPa za les and
G2 = 5000 MPa za cement.
Preglednica 4.7 prikazuje rezultate strizno togih nosilcev iz del [101,166] in nas racunski
model z velikim in realnim striznim modulom. Ko primerjamo nase rezultate z ana-
liticnimi, vidimo, da se z uporabo velikega striznega modula rezultati ujemajo zelo
dobro. Opazimo tudi, da je vpliv strizne deformacije majhen, vendar nezanemarljiv.
Na sliki 4.31 prikazujemo relativne osne pomike na koncu nosilca za razlicne tangen-
cialne togosti elasticnega sloja fT . Pri manjsih togostih ima precna obremenitev vecji
vpliv na relativni pomik kot pa visje togosti, zato je pri nicni sili relativni pomik vecji
od nic. Z vecanjem togosti sloja se povecuje naklon krivulj.
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Preglednica 4.7: Primerjava analiticnih in numericnih rezultatov za prosto lezeci, osno
obremenjen kompozit z zdrsom med sloji.
analiticno [166] MKE E5 5 [101]
nas model
G = 109 MPa G1, G2
wmax (mm) 9.276 9.274 9.274 9.312
N1 (kN) 3.897 3.918 3.920 3.932
N2 (kN) -53.897 -53.933 -53.920 -53.932
M1 (kNm)* 0.6162 0.6157 0.6158 0.7394
M2 (kNm)* 0.2054 0.2052 0.2052 0.2063
fslip (kN=cm) 13.878 13.881 13.839 13.853
* Upogibni moment glede na tezicno os posameznega sloja
Slika 4.31: Krivulje razlike osnih pomikov obeh slojev na koncu nosilca glede na osno
silo F za razlicne togosti med sloji.
4.11 Funkcionalno grajen nosilec
V nadaljevanju predstavimo primer slojevitega nosilca, ki ima sloje razlicnih mehanskih
lastnosti. Ker ti sloji oz. njihovi elasticni moduli sledijo predpisanem zakonu po visini,
tak nosilec imenujemo funkcionalno grajen. Zakon elasticne togosti nosilca po visini
prereza h0 predstavlja slika 4.32 za sedem razlicnih vrednosti eksponenta k ter nezvezen
primer za slojevit nosilec z 11 sloji. Z enacbo zapisemo:
E(z) = (Et   Eb)(z=h0 + 1=2)k + Eb; (4.4)
kjer z Et in Eb oznacimo elasticni modul zgornjega in spodnjega sloja.
Slika 4.33 prikazuje obremenitveni primer konzolnega slojevitega nosilca. Problem je
povzet po clanku [167], zato uporabimo enake oznake ter vrednosti geometrijskih in
mehanskih lastnosti. Pogosto so funkcionalno grajena gradiva kombinacija elasticne
kovine in trdne keramike. V tem primeru avtorji uporabijo lastnosti aluminija (Al) in
cirkonijevega dioksida (ZrO2). Stevilo koncnih elementov prikazanih na sliki 4.33 je
enako kakor v nasem numericnem modelu.
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Slika 4.32: Porazdelitev elasticne togosti po visini prereza velikosti h0, ki je odvisna
od eksponenta k. Nezvezna porazdelitev (vijolicna crta) je primer nosilca z 11
diskretnimi sloji.
Slika 4.33: Funkcionalno grajen nosilec z enajstimi sloji, kjer ima vsak sloj razlicno
elasticno togost.
V racunskem modelu smo uporabili enajst slojev po deset kubicnih koncnih elementov,
kar skupaj nanese 693 prostostnih stopenj. Sloji so med seboj povezani z elasticno
podlago, kjer uporabimo linearne vzmeti. Vrednosti koecientov togosti Kt = 10
3 in
Kn = 10
3 v tem primeru zadostujejo, da zagotovimo stalen stik brez zdrsa. V izracunih
uporabimo pet razlicnih kombinacij gradiva, prikazanih na sliki 4.34. Za referencne
vrednosti uporabimo homogena nosilca iz keramike 4.34a) in kovine 4.34b), ostalim
primerom pa dolocimo sestavo z enacbo (4.4). Uporabimo eksponente k 2 f3; 1; 0:3g.
Spremljamo osne u(L) in precne w(L) pomike prostega konca nosilca. Iz obtezno-
deformacijskih poti, prikazanih na sliki 4.35, opazimo, da premiki nehomogenih nosilcev
lezijo med rezultati homogenih nosilcev. Z vecanjem eksponenta k v enacbi (4.4) se
vecajo tudi pomiki, saj se priblizujemo lastnostim homogenega kovinskega nosilca in
z manjsanjem ekponentna k pa k lastnostim homogenega keramicnega nosilca. Na
sliki 4.35 opazimo odlicno ujemanje nasih rezultatov (prikazanih s crtami) s tistimi iz
dela [167] (prikazanih s pikami).
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Slika 4.34: Deformirana lega slojevitih nosilcev obremenjenih s porazdeljeno
obremenitvijo q = 75 N/mm. prikazujemo homogena nosilca iz a) keramike in b)
kovine ter nehomogene nosilce z eksponentom c) k = 3, d) k = 1 in e) k = 0:3.
Slika 4.35: Osni (modra barva) in precni (rdeca barva) pomiki prostega konca FGM
nosilcev. S crtami so prikazani rezultati nasega racunskega modela, s pikami pa
rezultati iz dela [167], oznacenega z Ref.
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4.12 Preizkus odlepljanja traku
Naslednji numericni primer je povzet po pogostem preizkusu togosti lepilnega sloja.
Zamislimo si trak pritrjen na togo podlago, prikazan na sliki 4.36. Na prostem koncu ga
obremenimo s precno silo in spremljamo velikost te sile, ko zacne lepilni sloj popuscati.
Slika 4.36: Geometrija tankega traku, zalepljenega na togo podlago preko
adhezivnega sloja s specicnimi lastnostmi. a) zacetna lega pred obremenitvijo in b)
deformirana oblika traku med procesom odlepljanja.
Glede na eksperimentalne primere pricakujemo konstantno silo odlepljanja. Med re-
alnim preizkusom je opazen sum, ki je posledica postopnega trganja lepila. V nasem
numericnem modelu uporabimo stiri razlicne kohezivne modele za opis lastnosti ad-
hezivnega sloja: eksponentni, bilinearni, pol-sinusni in trapezni model, glej sliko 4.37.
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Slika 4.37: Togostne funkcije uporabljene v primeru odlepljanja traku.
Odziv sile v odvisnosti od vertikalnega pomika je prikazan na sliki 4.38. Prikazujemo
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3 numericne izracune z razlicnim stevilom prostostnih stopenj. Nad vsakim grafom
podamo stevilo elementov in stevilo interpolacijskih tock vsakega elementa v obliki
ne  En.
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Slika 4.38: Potek sile med procesom odlepljanja tankega traku s toge podlage za
razlicnime kohezivne modele in razlicna stevila prostostnih stopenj.
Opazimo sum oz. nihanje odziva, ki pa je numericne narave, saj se ob vecanju stevila
elementov in interpolacijskih tock amplituda nihanja zmanjsuje. Amplituda krivu-
lje odziva s 63 prostostnimi stopnjami je 0:75 N, s 121 prostostnimi stopnjami je
0:035 N in z 251 prostostnimi stopnjami je le 0:006 N . Ce gledamo povprecno vre-
dnost sile za vsak kohezivni model, vidimo, da so rezultati primerljivi. Vendar opazimo
razliko v tocki zacetka odlepljanja. Z eksponentno funkcijo je krivulja odziva najbolj
gladka. Tako povprecno silo odlepljanja dosezemo kasneje. Za ostale kohezivne modele
je znacilno, da ustvarijo bolj ostre prehode in tako dosezejo povprecno silo prej kot
v primeru z eksponentno funkcijo. S tem smo potrdili sklep, da funkcijska oblika ne
vpliva na rezultat toliko kakor parametri samega modela.
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4.13 Odlepljanje dvojnega konzolnega nosilca
Naslednji primer je znacilen za eksperimentalno in numericno testiranje lastnosti le-
pil oz. vezivnega sredstva v kompozitnih gradivih. V literaturi, oznacen kot DCB
preizkus (angl. Double Cantilever Bending test), je pogosto obravnavan primer, saj
je zaradi simetrije obremenitve najbolj preprost med primeri preizkusanja lepilnega
sloja. Posamezne lamele modeliramo kot nosilce, med katerimi se je razvila razpoka
oz. prekinitev vezivnega sredstva. Kompozit je obremenjen bodisi z navpicnim pre-
mikom prostih koncev (precno silo) bodisi z upogibnim momentom na prostih konceh.
Ko je izpostavljen navpicni sili F , se nosilec dolzine L, z zacetno dolzino zareze a0,
zacne delaminirati, saj se dolzina zareze povecuje zaradi odpovedi lepila.
Tukaj primerjamo rezultate nasega modela koncnih elementov z numericnimi izracuni
Alfana in Criselda [58] poskodbe vezivnega sredstva v primeru delaminacije. Lastno-
sti vezivnega sredstva so predpisane s kohezivno funkcijo, ki ima obicajno dva karak-
teristicna dela: utrjevanje in mehcanje. Ravno zaradi spremembe naklona kohezivne
funkcije, v odzivu preizkusanca spremljamo ostre skoke krivulje odziva.
Izkaze se, da se tako enostaven primer, obremenjen samo z normalnimi reakcijskimi
silami, povzroca velike numericne tezave za konvencionalne metode iskanja poti. Zato
je ta primer odlicen za raziskovanje novih in posodabljanje ze obstojecih naprednih
numericnih metod iskanja nelinearnih odzivov struktur. Criseld in sodelavci [59,139]
na osnovi tega problema predlagajo drug kriterij izbire resitve vezne enacbe v cilindricni
metodi locne dolzine. V tej nalogi se osredotocimo na vpliv kohezijske funkcije na
odziv strukture in ne na numericno formulacijo resevanja problema. Zato uporabimo
konvencionalno metodo locne dolzine z majhnim radijem iskanja in majhnim stevilom
dovoljenih iteracij znotraj koraka.
Slika 4.39: Odlepljanje dvojnega konzolnega konzilca sirine b. a) zacetna dolzina
zareze a0 se povecuje, ko b) se lameli razpirata pod vplivom precnih sil F in lepilo
(oranzno obmocje) zacenja popuscati.
Ilustracija opisanega problema je prikazana na sliki 4.39 skupaj z oznacenimi geo-
metrijskimi podatki. Stevilcne vrednosti le-teh in materialne lastnosti so povzete iz
clanka [58] in predstavljene v preglednici 4.8. V tem numericnem primeru primerjamo
odziv strukture z uporabo bilinearne in eksponentne kohezivne funkcije v odvisnostni
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Preglednica 4.8: Geometrijske, materialne in kohezivne lastnosti DCB testa.
L (mm) a0 (mm) b (mm) h (mm) E (GPa)  max (MPa) GI (N=mm)
100 30 20 1.5 135.3 0.24 57 0.28
od odmika nosilcev. Obliki funkcij sta prikazani na sliki 4.40 z modro in rdeco kri-
vuljo. Kohezivna funkcija je navadno denirana z napetostjo v spoju, medtem ko v
nasem modelu upostevamo porazdeljeno silo. Zaradi direktne primerjave, pomnozimo
vrednost napetosti s sirino preizkusancev: maxb = Fmax=le. Predpostavimo izotro-
pno linearno elasticno gradivo namesto ortotropnega kompozita, kot je uporabljen v
omenjenem delu [58].
Slika 4.40: Bilinearni in eksponentni model kohezijskega zakona z enako mero
sproscanja deformacijske energije. Faktor gladkosti bilinearnega modela je
kob = 0:0005.
Z uporabo enacbe (2.244) za eksponentni model in s podatki iz preglednice 4.8,
izracunamo pripradajoci razmik pri najvecji napetosti ws = 0:0018 mm. Isto vrednost
uporabimo tudi v bilinearnem modelu in izracunamo razmik pri prekinitvi zveze
wf = 0:0098 mm z enacbo (2.244). Naj omenimo, da je vrednost ws mnogo vecja kakor
tista, ki jo uporabijo v referenci [58], ws = 10
 7 mm, vendar so obmocje pod krivuljo
(mera sproscanja deformacijske energije) GI, normalna napetost max in razmik wf
enaki.
Primerjava numericne analize [58] (prikazano s crno crto), analiticnega rezultata [149]
(prikazano z zeleno crto) in nasih rezultatov (prikazano z modro in rdeco crto) je prika-
zana na sliki 4.41. Analiticni rezultat je izracunan s programom izvornega clanka [149],
kjer smo vstavili podatke iz preglednice 4.8. Povecani del grafa odziva prikazuje zelo
dobro ujemanje vseh rezultatov kljub razlikam v materialnem modelu, uporabljenem
tipu, stevilu koncnih elementov in parametrov kohezivnega zakona. Zagasti odziv je
znacilen za modele, ki uporabljajo bilinearni kohezivni zakon, kot je tudi predstavljeno
v delu Skec in sodelavci [92]. Zanimivo pa je, da z uporabo enakega stevila elementov
in eksponentnega zakona dobimo mnogo bolj gladko krivuljo odziva.
V nasih simulacijah smo uporabili 120 5-vozliscnih elementov za vsak nosilec, kar skupaj
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nanese 2886 prostostnih stopenj. Elementi ob zacetni zarezi niso povezani, medtem ko
ostalih 84 parov medsebojno vpliva preko togostne funkcije hN(w) = Tn(w), ki sledi
bodisi eksponentni (2.243) bodisi bilinearni (2.241) zvezi. Za primerjavo, rezultat iz
reference [58] je izracunan z uporabo 4  200 8-vozliscnih ploskovnih elementov (Q8)
za modeliranje nosilcev in 140 6-vozliscnih kohezivnih elementov (INT6), kar skupaj
predstavlja 6420 prostostnih stopenj. Podobno krivuljo odziva najdemo v delu Skeca
in sodelavcev [92], izracunano z modelom velikosti 2406 prostostnih stopenj. Uporabili
so kohezivne elemente in linearne elemente za nosilce.
Slika 4.41: Obtezno-deformacijska krivulja DCB testa z uporabo bilinearnega in
eksponetnega kohezivnega modela.
Slika 4.42: Povecan del krivulje odziva za DCB test.
Iz rezultatov, prikazanih na sliki 4.41 vidimo, da izbira kohezivnega zakona vpliva na
obliko odziva strukture. Analiticen rezultat [149] predvideva nosilec neskoncne dolzine
oz. zadosti oddaljen vrh razpoke od vpetja, zato vidimo, da zelena crta ne spremeni
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smeri pri priblizno 8:3 mm razmika lamel. Ce povprecimo nihanje numericnega izvora,
lahko zakljucimo, da sta rezultata bilinearne in eksponentne funkcije primerljiva, kar
je najbolj vidno na sliki 4.42. Najbolj pomembno je dejstvo, da smo v tem primeru
primerjali linijske elemente nosilca s ploskovnimi elementi. Kljub manjsemu stevilu
prostostnih stopenj in enostavnejsi teoriji, so rezultati linijskih koncnih elementov pri-
merljivi s ploskovnimi. Deviacija v zacetnem naklonu krivulje je posledica uporabe iz-
otropnega materialnega modela in ne ortotropnega kot v izvornem clanku [58]. Ceprav
smo uporabili drugacno vrednost karakteristicne dolzine razmika pri najvecji napetosti
ws, smo dobili zelo dobre rezultate. Lahko sklepamo, da imata primarno vlogo pri od-
zivu strukture ravno mera sproscanja deformacijske energije in najvecja napetost max,
karakteristicni razmiki ws, wf oz. parametri funkcije pa le sekundarno.
Enake vhodne podatke uporabimo tudi v modelu prostorskega nosilca g. Za povezavo
slojev v prostorskem nosilcu uporabljamo diskretne vzmeti, zato moramo zagotoviti
enakovredno togost vzmeti, ne glede na dolzino elementov. Togost vsake vzmeti Kz
predpisemo s kriticno napetostjo iz preglednice podatkov 4.8 kot Kz = maxble. V
racunskem modelu uporabimo 115 dvo-vozliscnih elementov za vsak sloj in eksponentno
kohezivno funkcijo. Ceprav uporabimo manj prostorskih elementov z manj interpola-
cijskimi tockami kakor v primeru z ravninskimi elementi, je stevilo prostostnih stopenj
mnogo vecje, DOF = 4377. Med njimi pa so mnoge stopnje enake nic, saj racunamo
ravninski primer in so nepotrebne. Na sliki 4.43 primerjamo rezultate ravninskih in
prostorskih elementov, v obeh primerih smo uporabili eksponentno kohezivno funkcijo.
Slika 4.43: Primerjava modeliranja odziva DCB testa z ravninskimi (modra crta) in
prostorskimi (vijolicna crta) koncnimi elementi.
Opazimo relativno velike oscilacije prostorskih elementov, ki so bolj podobne rezul-
tatom z bilinearno kohezivno funkcijo, vseeno pa se rezultati zelo dobro ujemajo. S
tem smo pokazali, da so rezultati enakovredni, uporaba ravninskih elementov pa veliko
manj racunsko zahtevna.
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5 Diskusija in zakljucki
Z namenom resevanja cim vecjega nabora problemov s podrocja mehanike nosilcev,
smo formulirali nova koncna elementa za ravninske in prostorske primere. Pri izpe-
ljavi racunskega modela je poudarek na doslednosti in matematicni natancnosti in
posledicno na numericno stabilni formulaciji. Prostorske rotacije presekov so parame-
trizirane z uporabo kvarterionske algebre, s cimer se izognemo singularnostim, obenem
pa je formulacija sposobna opisati velike rotacije. Kot primarne neznanke izberemo
deformacijske kolicine in predpostavimo, da so konstantne vzdolz dolzine elementa. To
je edini priblizek pri izpeljavi vodilnih enacb. Izbira privzete baze za opis vektorja
translatornih deformacij je podprta z matematicnim argumentom o natancnem po-
stopku posodabljanja, ki je naveden v poglavju 2.2.12. Deformacijske kolicine so zdaj
v popolni skladnosti s trenutno konguracijo, ne glede na velikost deformacij, zasu-
kov in premikov. Postopek linearizacije opravimo v variacijskem okviru, medtem ko
implementacija v model koncnih elementov vkljucuje numericno integracijo (trapezno
kvadraturno pravilo) in koncno stevilo izrazov v potencni vrsti (v eksponentni mapi
uporabimo prve stiri clene).
V tem racunskem modelu interpolacijske in kolokacijske tocke sovpadajo, tako se izo-
gnemo napaki interpolacije. Ker tu ni potrebna interpolacija, je edini nacin za dose-
ganje natancnejsih rezultatov uporaba vec elementov v modelu. Zaradi nase dosledne
formulacije ta postopek ni numericno zahteven. Ucinkovitost numericnega modela
je preizkusena s standardnimi numericni primeri, ki jih najdemo v literaturi ter s
primerom prilagojenim za prikaz velikih striznih deformacij. Pokazali smo, da celo
majhno stevilo elementov daje zadovoljive rezultate v primerjavi z drugimi formulaci-
jami koncnih elementov nosilcev.
Prikazali smo tudi razliko v rezultatih, dobljenih iz formulacij, ki temeljijo na globalni
ali lokalni osnovi za translatorni deformacijski vektor. Ugotovili smo, da izvor majhne
napake izhaja iz sestevanja deformacijskega vektorja v materialnih bazah, ki se med
iteracijami spreminjajo (posodabljajo). Zato je razlika bolj ocitna za primere z veli-
kimi striznimi deformacijami. Ta ucinek je v literaturi pogosto spregledan, saj je veliko
stevilo numericnih primerov koncnih elementov nosilcev vecinoma obremenjenih z upo-
gibnimi deformacijami. Pokazali smo, da je uporaba translatornega deformacijskega
vektorja v materialnem okviru G, ki ga drugi avtorji uporabljajo v takih primerih,
sprejemljiva, ceprav sestevanje iteracijskih popravkov matematicno ni povsem skladno.
Zaradi tega smo zasnovali primer dvojno asimetricnega konicnega nosilca s striznimi
obremenitvami. V tem primeru je strizna deformacija znatno vecja od upogibne defor-
macije, kar posledicno povzroca tezave pri konvergenci elementov G. Ceprav se razlika
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v rezultatih med g in G eksponentno zmanjsuje s stevilom uporabljenih elementov,
zahteva G priblizno 4-krat vec iteracij kot g v analiziranih primerih, kar je opazno
tudi pri hitrosti konvergence.
Racunski model koncnega elementa prostorskega nosilca smo nadgradili z vzmetno
podlago z doloceno togostjo. Togost vzmeti sledi predpisani togostni funkciji, odvisni
od razmika dveh povezanih elementov. Funkcija je lahko zvezna ali nezvezna in po-
ljubno nelinearna, zaradi primerjave z literaturo pa najveckrat uporabimo funkcijske
oblike kohezivnih zakonov. Te lahko razdelimo na del utrjevanja, mehcanja in nato
popuscanja. Vpliv prehoda iz enega dela v drugi se na obtezno deformacijski krivu-
lji pozna z ostrim preskokom, kar je zelo zahtevno opisati, predvsem z numericnega
stalisca. Na ravninskem primeru odlepljanja konzolnih nosilcev smo pokazali taksen
odziv. Vendar z uporabo prostorskih elementov vpeljemo veliko stevilo nepotrebnih
prostostnih stopenj, rezultat pa je se vedno manj natancen kakor z uporabo ravnin-
skih elementov. Ravno zato smo problem delaminacije kompozitnih nosilcev omejili na
ravnino, saj so sloji v sestavljenih konstrukcijah pogosto zlozeni vzporedno. Nadalj-
nje analize vmesnega sloja in njegovega vpliva na kompozitno konstrukcijo smo izvedli
z uporabo ravninskih elementov. Modelirali smo delaminacijo, stik, trenje in kohe-
zijo ter dobili odlicno ujemanje numericnih in eksperimentalnih rezultatov. Povezava
med plastmi slojevitih struktur je predpisana s poljubno funkcijo za togost podlage,
ki je zvezno porazdeljena po dolzini elementa. Premicno polje, od katerega je odvisna
funkcija togosti, je izrazeno v lokalnem, deformiranem koordinatnem sistemu. Na ta
nacin upostevamo velike premike in zasuke. Za razliko od pogosto uporabljenega po-
stopka v modeliranju delaminacije, tokrat porazdeljeno silo, ki je posledica interakcije
med plastmi, vkljucimo v vodilne enacbe. Na ta nacin se izognemo potrebi po doda-
tnih koncnih adhezivnih elementih in integraciji enacb z vec numericnimi metodami.
Poleg tega nas racunski postopek upravicuje uporabo koncnih elementov nosilca, saj
v primerjavi z najpogosteje uporabljenimi 2D ravninskimi elementi uporabljajo manj
prostostnih stopenj in dajejo primerljive rezultate.
V sklopu tega raziskovalnega dela smo prisli do naslednjih zakljuckov:
1. Izpeljana koncna elementa temeljita na nelinearni teoriji nosilcev za prostorske in
ravninske linijske strukture. Formulacija je zasnovana tako, da je konsistentna,
robustna in prilagodljiva.
2. Z matematicnim dokazom smo upravicili izbiro baze za opis vektorja translatornih
deformacij.
3. Opravili smo standardne preizkuse elementov ter tako prikazali konvergenco in
strizno neobcutljivost obeh formulacij.
4. Zasnovali smo nov numericni primer nosilca obremenjenega na strig, s katerim
smo poudarili pomembnost pravilnega upostevanja specicnih striznih deformacij
in za katerega upamo, da bo postal standarden referencni test. Pokazali smo,
da je v tem primeru konvergenca nase nove formulacije mnogo hitrejsa kakor s
standardnimi elementi.
5. Formulirana koncna elementa imata moznost interakcije s sosednjim elementom
preko vmesnega sloja, modeliranega kot porazdeljena vzmetna podlaga s poljubno
togostno funkcijo.
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6. Pokazali smo zmoznost nase formulacije za uporabo vec razlicnih kohezivnih za-
konov za opis togosti adhezivnega sloja med nosilci in analizirali izbiro le-teh na
odziv celotne strukture.
7. Vsestranskost nasega racunskega modela in formulacije vmesne plasti je razvidna
iz stevilnih numericnih in eksperimentalnih primerov, ki smo jih resili v tej nalogi.
8. Pokazali smo, da je uporaba linijskih elementov upravicena za problem delami-
nacije slojevitih struktur, saj uporabijo znacilno manj prostostnih stopenj kakor
ravninski dvodimenzionalni elementi ali prostorski tridimenzionalni elementi.
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6 Doprinos dela k znanosti
Rezultati doktorskega dela predstavljajo doprinos na podrocju numericnega modelira-
nja in eksperimentalne mehanike nosilcev. Predstavili smo dve novi formulaciji koncnih
elementov za prostorske in ravninske slojevite nosilce z moznostjo upostevanja interak-
cije med sosednjimi sloji s poljubno deniranim konstitutivnim zakonom. Poudarek je
na matematicno pravilni formulaciji, kar se kaze v konsistentnih enacbah in robustnem
ter prilagodljivem racunskem modelu.
Dosegli smo zadane cilje in hipoteze podane v poglavju 1.3:
{ Neobcutljivost nasih koncnih elementov na strizno blokiranje smo potrdili z nu-
mericnim preizkusom iz literature.
{ Nasa izbira za opis komponent translatornega deformacijskega vektorja je drugacna
kot pri konvencionalnih numericnih modelih na osnovi deformacijskih velicin. Z
matematicnim dokazom in numericnimi poskusi smo pokazali, da racunski model
zagotavlja matematicno skladen postopek posodabljanja, kar se kaze v znacilno
hitrejsi konvergenci koncnih elementov.
{ Kljub pogosti uporabi strizno deformabilnih nosilcev v literaturi, smo zasledili
relativno malo eksperimentalnih in numericnih testov, kjer so strizne deformacije
prevladujoce. Zato v tej nalogi podajamo rezultate novih referencnih preizkusov
debelih nosilcev in oblikujemo nov numericni referencni test za elemente nosilcev,
kjer so strizne deformacije velike. Z numericnimi testi smo pokazali pomanjkljivosti
konvencionalnih koncnih elementov in poudarili pomembnost pravilnega upostevanja
striznih deformacij v formulaciji prostorskih nosilcev.
{ Numericno stabilnost formulacije s kvaternionsko parametrizacijo rotacij smo doka-
zali s pomocjo primerov nosilcev, ki so podvrzeni velikim rotacijam. Primerjava z
dostopnimi rezultati iz literature in z rezultati, ki smo jih dobili s pomocjo komerci-
alnih programov, je pokazala prednosti nase formulacije za velike rotacije.
{ Zveze veznega sloja med elementi so vkljucene v vodilne enacbe koncnega elementa,
kar omogoci integracijo z le eno metodo in odstrani potrebo po dodatnih elementih
v kohezivni coni. Z numericnimi primeri smo pokazali uspesno uporabo razlicnih
togostnih funkcij v vecslojnih nosilcih.
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{ Nas numericni model kompozitnega nosilca poda rezultate, ki so primerljivi z modeli
ravninskih in prostoskih koncnih elementov, ob tem pa uporabi manj prostorskih
stopenj.
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